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Drarcb die BekanntiBaphimg des Algozkhmvs der höBaDen AnjäjsoB 
von fidtoft Leänizans wurden üie Gnmdlinien einer nevea 'WissQiiBchaft 
gezogen, mekke fieme gcoaeen Zeitgenossen in kurzer Zeit an£ dj» wnn«- 
derbarste nacli idku Seiten Ma zn erweitem Terstfuilen ^ aber «r 'fiawoU 
me semi) Mitaobe^ter yeiabslbimten dem neoen «Gebäude edn flidbe^es 
FimdazQient zu «vencbfdfen. Demi die wenigen Worte, in welchen Ijoü;^ 
Qiz znenst iäber das Wesen der Diff^entiale eich ansfl^irachy ti^d dniiklf 
Andentang^EL, die zu dnrdidnngen. nur d^ ausgezeiciinet^ten l£äi\nem 
seiner Zeit gelang, die aber für dje nidndei;r Begabten dnrdiÄns iultqc- 
BtündHch bliebe^, .und .was /er .spä^r gelegenüich in mdurerea Abhand- 
lungen .Üb^ die Auf£|Bsiing und znm YerstflndniQs .der genannten QjsQm- 
Ben hinzufügte, bot ^^iiJfiKcei^henden Btoff su Angvififen iinf dje SieJiQrheit 
der neuen fieehnung. In .der That eine bemerkenswertbe Erseheinniig 
auf dem Gebiet der mathematisehen DiscipünenJ Die Wissenschaft 
wächst von Tag zu Tag auf schwankendem Grunde, und nur dadurch 
hat man eine sicheoe > Gewähr Mr die £iohtii^eit der onit :ihrer SUdfe 
gewonnenen Besnltate, dass auf eine andere unzweifelba&e Weise diesd- 
ben SesiiHaite erhalten .werden. 'Zwar finden .sidi nicht selten in «den 
Abhandlungen Leän^ens Hinweisungen auf den Ursprung der Beinen 
Bechnnng und dass sich die' Fundamentaltbeoreme der höheren Analjnds 
ducb die sogenannte ExhaostiönsmeÜio^o (p^ imcriptitmes et aundtoi- 
scriptioMS Atihmedea^ .beweisen lassen; ihdess geschah niemals ein lYer- 
such, die Begründung «sf diei^e Weise durchzufahren. tWas in dieser 
Hinsieht YorsügUches tooi >Newton pnd s^en Naefafolgem gdeistst 
wntde, bU^ .untberücksichtlgt , ^da^ jüe -Vennittdung ,fier lii^hre sron jdbn 
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Fltudonen mit der fast allseitig angenommenen Leibnizisclien Darstellung 
der höheren Analysis fehlte. 

Dieser Zustand dauerte länger als ein Jahrhundert. In dieser Zeit 
fehlte es zwar nicht an Bemühungen, der gesammten höheren Analysis 
ein festes Fundament zu verscha£Pen; die Wege jedoch, die man dazu 
einschlug, konnten nicht zum Ziele führen, insofern man nicht auf den 
Ursprung zurückging und die historische Entwickelung der Wissenschaft 
unbeachtet Hess. Meistens betrachtete man die Differentiale den Ansich- 
ten Leibnizens gemäss als imendlichkleine Grössen, die in Bezug auf 
andere endliche Grössen verschwindend seien, oder da diese Vorstellung 
zu den schneidendsten Widersprüchen führte, als Nollai mit intensivem 
Werih, oder um allen Zweifeln ein Ende zu maehen, als Eiotionen, die 
auf Treu und Glauben angenommen, nur der Becfanxmg w^^, gemacht 
werden müssten. Bei dem. Studium der höheren Analysis verfuhr man 
«O) wie Bosant ans seinem Leben erzählt: Xor^^tie jt eomm^paü d cTCu- 
-üUit U lixure du mafguü de l'Böj^italy favaü de la peine ä eoneevotr qu'on 
püi n^gliger äbiolumnUj $ans erreur quekonque, une quantiU infiniment pe- 
tiUj M eomparaison d'une quarUitd /ftite. J$ eonfiai mon embarras d «n 
fameux g^c^itre {ForUaine) gut me ripondU: ,^ÄdmiUei: les ntfiwment peius 
eomme une hypothisey äuäiex la pratique du <a2eiil, el la fot vous viendraJ' 
La foi est venue en effel: je me mis convaincu fue la mSUq^ysique de 
VanalyseiM/inUüimale est la mhne dans le fondque ceüe de la mälhode 
d^eaAausUon des anciens gSomHree, (Bist, des mathimaUq. Tom. IL p. 145.) — 
Dies Alles. wäre vermieden worden, wenn man die historische Entwicke- 
lung der höheren. Analysis verfolgt hätte-, man würde alsdami in den 
IJntersQchungen der griechischen Geometer aus dem Bereich der höheren 
Geometrie den Grundbegriff gefunden und durch Zusammenfassen der 
einzeEaen Fälle, in welchen derselbe erseheint, ihn so verallgememert 
. haben ^ wie es die Begründung der höheren Analysis verlangt Erst in 
neuerer Zeit haben theoretische Untersuchungen zu der Ueberaeugung 
geführt, . dass eben dieser Begriff der Gränze das alleinige sichere' Fun- 
dament für cUe gesammte höhere Analysis bildet; die Btimmen . indess 
sind noch nicht zum Schweigen gebracht, welcbe meinen, dieser Begriff 
sei zu, dunkel und für diejenigen, welche das Studium der höheren Ma- 
t&ematik b^innen, zu schwierig. Um auch diesen Vorwuif , den einzig 
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haltbar^i, der üodh von den Gregii0m der Gftozmethode erhoben wird, 
gründlich zu beseitigen, düi^ die gedchichtUdie Darstellung am rechten 
Orte sein, in der gezeigt wird, ^e die höhere Analysis entstanden, an^ 
welche Qnelle sie zturüekgeführt werden kann und auf welche Weise 
sie sich nach nnd nach herangebildet hat» — 

Die. Geschichte der Müthemittifc ist seit dem Anfang dieses Jahiv 
hundertö ungebührlich, vernachläss^t worden. Die Theilnahme für die 
histoiische Seite der Wissenschaft besdiränkt sieh auf [einzelne abgeris- 
sene Notizen, die selten aus den Quellen g6soh<^pft, in der Begel den 
Schriften über die Geschichte der JtCathematik, welche im 18. Jahrhun- 
dert verfasst sind, enüehtit weirden. Das schöne Beispiel Lag rang e^s, 
der in den Xenons itef* I0 eak^ ddi foncliom der faistoriscfaen Ent- 
Wickelung eine ganz besondere Aufmerksamkdt gewidmet hat imd der 
jede Abtheilux^ seiner JKtfcanidfue afkmli^iq^e mit einer geschichtlichen Be- 
tiachtung über die zu Grunde gelegten. Principien beginnt, ist ohneNach- 
akiung geblieben. Während auf fast allen Gebieten; des Wissens die 
Anfänge, die Gnmdgesets^e und die dadurch bedingte Entwickelnng, die 
Störnngen und die aussäen Einwirkungen wenigstens- in übersichtlicher 
Darstellnng dargelegt werden, hat man sidx in der Ifathematik gewöhnt, 
die Entstehung uiid.die allmählige Ausbreitung der einzelnen Disciplinen 
ausser Acht zu lassen. Wenn nun auch zugestanden werden muss, dass 
alles das, was in, der Mathematik zur Betrachtung kommt, lediglii^h 
durch die freie Thätigkeit des Geistes hervorgebracht wird imd ohne 
anderweitige Hülf^mittel dargestellt werden kann, so wird auf der an- 
dern Seite nicht geläugnet werden, dass durch die genetische Entwicke- 
lnng der GrundbegrifTe, die in schrofPster Abstraction hingestellt, der 
klaren Erkenntniss und Durchdringung manche Schwierigkeiten darbie- 
ten, vielleicht am leichtesten die Dimkelheiten beseitigt werden. Vor- 
nehmUch dürfte die genetische Darstellung der Principien der höheren 
Analjsis für die deutliche Einsicht in das Wesen derselben äusserst 
forderlich sein. In diesem Punkte kann die Geschichte der Mathematik 
der Wissenschaft zu Hülfe kommen. Freilich sind die vorhandenen 
Schriften über die Geschichte der Mathematik meistens so abgefasst, 
dass sie weniger den Weg, auf dem die einzelnen Disciplinen fortge^ 
schritten und «.IlTnälilig sich herangebildet haben, im Zusammenhang dar- 



legen, ab vielmelir tfter die Efsdiemiiiigen auf dem Gebiete dar mathe* 
matisehen Literatur beriditeii. Die rorliegeftde Schiift lat ein '^eisiicii, 
diese Lücke ia Beamg auf die hl$here AnalTfds aoMoftlleii. •*- Um die- 
«es Ziel KU errdieheH, war es nodiwMidig, aaf die Qndlen adbife 2airifek* 
zugehen. Dies ist mit mögüdiater S<M^fidt gesdi^Mi, ao wcdt die Yer« 
hfütnisse des Verfasseis es gestatteten, weldier anr Zeit der Abfassung 
ditoer Sehrift selbige aus grosser Batfermmg mtilisam beifceischaien 
musate. Der Ursprung der einzelnen Medioden ist daraus genau ent- 
nommen, sie selbst ond in ihrMi EigmithüadKcULeiten getzieu chacaeteri- 
sirt. Zu dem Ende sind aus den betreffmden Bclurift^ Ubigere Stellen 
ausgehobeii worden und zwar in der Spraebe des Oiigmals, um die ur* 
sprtinglldie Fftrbnng, die durcb Ueb^tragung leieht verloren gebt, zu 
^:lialten und um nicht Vorstellung^ spateren Urspras^ «inzmnIscAien, 
wodurch das SVf&^re oft in wesentlich anderem Lichte «ndiefatt Na- 
menftüdi war £es Verfahren unumgftnglich nothw endig bei der ll^»äi^ 
lung der LeSmizis^en Manuscripte, nut deren Hülfe die seftststitndige 
Sntdeekung des Algorithmus der höheren Analyds durch Leibniz fest^ 
gestellt und der lange Streit über den eiBten Entdecker der Dlffte^iitial- 
recjmung endlich definitiv entsclneden worden ist. BSMbä kann des 
Verfasser niefat unterlassen, den Hohen vorgesetzten Beh(^en in Berlin 
und Hannover, besonders der Kdni^chen Preussischen Akademie der 
Wissenschaften, für die ausgezeichnete Liberalität , durch welche iKe Auf- 
findung und sorgföltige Untersuchung der Leibnizischen If anuseripte auf 
der Königlichen Bibliothek zu Hannover ermöglicht wurde, den wSrm- 
Dank abzustatten. 

Berlin im October 1654. 
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Der Graidbc^iff der bOkeren Analysis bis anf ieftnit 

und Newton« 



Der Ursprung der höheren Analysis lässt sich bis zu den in "ftttet 
Art unM>ertro£fenen Schöpfungen der Geometer des griechischen Alter* 
thums verfolgen; sie wurzeft in dem Verfahren, da^ zuerst von finkli- 
des und Archimedes ziu* Ermittelung der Quadratur krumndinig b^- 
gränzter Figuren angewandt wurde. Dies darzuthun ist die nächste Atrf- 
gftbe, und zu dem Ende ist eben jenes Verfahren der genafuesten Be- 
trachtung zu unterwerfen. 

Es liegt in der Natur der Sache, dass die Geometer des Altierthums 
auf stjbr verschiedene Wd^e zu den Theoremen gelangten , die vdr ab 
Erzeugnisse 3u*es Scharfsmnes noch immer bewundem. 1^ fenden die- 
selben nicht allem auf dem Wege der Speculalion, ihre Hfil&mittel ii^al'clti 
nicht bloss die noch gegenwärtig üblichen: Lineal und Zirkel, sie ge- 
brauchten auch unmittelbare Messung durch den Massstab und Almägtmg 
kaiserlicher Figuren, die aus derselben Materie bestand^. Von dem 
letztere findet sich in Archimed's Schrift über die Quadrättür d«r Pai'dbe! 
ein Beispid. Hatten sie so, gleichsam im Rohen, das Vcfriiälnisd von 
Flächaurfiumen oder des cubischen Inhaltes von Körpern ermittefit, so 
kam -es darauf an, die Wahrheit solcher neu gcfwo^nnenen ErgebnlSise 
streng mathematiseh zu bewdsen entweder dadurch, dass sie den £u- 
samiiMadiailg derselben mit den als richtig anerkannten S&tzehi zdgten, 
oder dass sie die aus jenen gezogenen Folgerungen init dein bisher Be- 
wiesenen als mdtii im Widerspruch stehend dariegten. Biese Art üttd 
Wdtte (kr Begrttndtiftg itwdo von Men Analysis geiifittt und mit be« 
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wimdmiigswiirdiger Heisterschaft gehandhabt In besondern Schriften, die 
grösttentheils verloren gegangen sind, hatten sie die Hüllssätze zosammen- 
gesteüt, welche bei dergleichen Untersuchungen als Anhaltspunkte dienen 
konnten und durch die die Lösung der Probleme auf dem kürzesten 
W^ vollbracht wurde. War jedoch das Verhältniss zwischen gerad- 
linichten und krummlinig begränzten ebenen Figuren oder zwischen Po- 
lyedern und von krummen Oberflächen eingeschlossenen Körpern genau 
zu ermittdn, so stellten sich grosse Schwierigkeiten entgegen, insofern die 
unmittdbare Anschauung, ein nothwendiges Erfordemiss bei allen geo- 
metrischen Untersuchungen, nicht ausser Acht gelassen werden durfte, 
um Fehlschlüsse zu vermeiden. Dass diejenigen, welche hierbei nicht mit 
der nöthigen Vorsicht zu Werke gingen, zu dergleichen vedeitet worden, 
davon berichtet Archimedes in den Vorreden zu seinen Schriften. Nur die 
grOsste Strenge in den Beweisen konnte vor irrthümlichen Resultaten be- 
wahren; deshalb verwandten die grossen Geometer des Alterthums die 
vorzfig^chste Soi^fiilt darauf, und ihre Schriften haben zu jeder Zeit als 
UDÜbertr^Diche Muster in dieser Hinsicht gegolten. 

Die «wähnten Schwierigkeiten zeigten sich bereits bei d«r Ermit- 
tlung des Verhältnisses zwischen der einfachsten krummlinig begränzten 
Figur, dem Kreise, und andern von geraden Linien eingeschlossenen Ebe- 
nen. Nachdem nämlich gezeigt worden, dass reguläre Polygone von giei- 
chor SeitenzaU sich wie die Quadrate der Durchmesser der umschriebe- 
nen Kreise verhielten, so war nichts natürlicher, um den Uebei^ang zum 
Kreise selbst zu bilden, als durch Verdoppelung der Seitenzahl der Poly- 
gone die Umfinge derselben der Kreisperipherie immor mehr zu nähern. 
Da aber eine ins Unendliche fortgesetzte Verdoppelung der Seitenzahl und 
zugleich die unbegränzte Annäherung des Umfangs der Polygone an die 
Kreispmpherie keine Anschauung gestattet, so sahen sich die Geometer 
des Alterthums genöthigt, iur alle derartige Untersuchungen einen HüUs* 
satz zu Grunde zu legen, durch dessen Vermittelung jenes Ziel unbe- 
schadet der höchsten Evidenz erreicht wurde. Ein solcher Satz findet 
sich zuerst in den Elementen EukUd's (10. Buch, 1): Sind zwei ungleiche 
Grössen gegeben, und nimmt man von der grösseren mehr als die Hälfte, 
von dem Reste wieder mehr als die Hälfte, und so immer fort, so kommt 
man irgend einmal auf einen Rest, welcher kleiner ist, als die gegebene 



kleinere Grösse. Demnach bleibt bei fortgesetzter Theilung der einen 
Grösse der letzte Rest stets mit der zweiten kleineren vergleichbar, und 
es geschieht somit der strengen Anforderung der Geometrie Genüge. -— 
In der Anwendung dieses Satzes verfahrt Euklides sehr gleichfSrmig. 
Um z.B. zu zeigen, dass jeder Kegel der dritte Theil eines Cylinders ist, 
welcher mit ihm gleiche Höhe und einerlei Grundfläche hat, nimmt er im 
Voraus an, dass das, was behauptet wird, richtig sei, und fährt den 
Beweis indirect. Angenommen also, dass der Cylinder grösser sei, als 
das Drei&che des Kegels, denkt er sich in dem Kreise, der die gemein** 
same Grundfläche des Cylinders und des Kegels ist , ein Quadrat be- 
schrieben und auf denselben ein mit dem Cylinder gleich hdies Prisma 
gestellt, so ist das letztere grösser als die Hälfte des Cylinders. Halbirt 
man nun die zu den Quadratseiten gehörigen Kreisbogen und verbindet 
die Theüponkte mit den zunächst liegenden Ecken des Quadrats, so ist 
jedes der dadurch entstandene Dreiecke grösser als die Hälfte des 
zugehörigen Kreisabschnitts; stellt man also auf jedes dieser Dreiecke 
ein mit dem Cylinder gleich hohes Prisma, so ist jedes derselben grösser 
als die HäUte des zugehörigen Cylinderabschnitts. Setzt man die Hal- 
binmg der Kreisbogen so fort und verfahrt wie vorher, so kommt man 
einmal auf Cylinderabschnitte , die kleiner sind als der Ueberschuss des 
Cylinders über das Dreifache des Kegels; mithin wird das Prisma von 
gleicher Höhe mit dem CyUnder, das auf dem in der Grundfläche be- 
schriebenen Polygon steht, grösser sein als das Dreifache des Kegels. 
Nun ist dieses Prisma das Dreifache einer Pyramide, die einerlei Grund- 
flache und Spitze mit dem Kegel hat; folglich wird diese Pyramide 
grösser sein als der auf dem Kreise errichtete Kegel, was offenbar 
einen Widerspruch enthält, da die Pyramide in dem Kegel enthalten ist. 
Mithin kann der Cylinder nicht grösser sein, als das Dreifache des Kegels. 
Ebenso wird gezeigt, dass der Cylinder nicht kleiner sein könne, als 
das Dreifache des Kegels. Die Richtigkeit des Satzes wird demnach 
dargethan sein. Auf dieselbe Weise bemerkt Euklides, dass Kreise sich 
verhalten, wie die Quadrate ihrer Durchmesser, dass dreiseitige Pyramiden, 
Kegel, Cylinder von gleicher Höhe beziehungsweise sich verhalten wie ihre 
Grundflächen, dass Kugehi im dreifachen Verhältniss ihrer Durchmesser 
stehen. 
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Dm BaiqptqufiDe, um das Verfahrea henilen m lernes, dessoi sioh 
difi GceoMiflter dts Altepthiuns in ihren Untersudiungen über die QnadTiH 
tur knwmlinig^ begranzter Ebenen und über Cubining der von knmunen 
OktfflSohffli eingeechlosseoen Körper bedimten, sind die noch vorhande- 
QtD Sohrillen Arehimed's. Unter diesen dürfte die Abhandlnng übeK die 
Quadratur der Parabel besonders in Betracht zu ziehen sein, iDsofierii in 
diersefteD das in Rede steh^ide Yerfahren am ursprünghchsten sich 
Migt Ufid zugleich erhelll, dass Archimedes mit weit grösserer Scharfe, 
ata. aeiiie T^rgSoger yeriiihr. Zuerst muss hervorgehoben wwden, dass 
Ardhimedes. in dieser Abhandlung, so wie in aBen übrigen, de» oben er- 
w&bsten BBUfesatz Iguklid's in veränderter Form zu Grunde legt; er 
drückt ihn s» aus: Wenn zwei Flächenräume ungleich sind, so ist es 
mSglich, dm Unterschied, um welchen der kleinere von dem grössere» 
übertroffeD wird, se oft zu aich selbst zu setzen, dass dadurch jeder 
pjg 1^ gegebene endliche Fbchenraiun übertroffen 

tl- j C ^^^- Vielleicht war man in der Anwen- 
dung des Euklideiseben Grundsatzes nicht 
vorsichtig going gewesen, zumal bei der 
bdiebig fortgesetzten Halbirung die Evidanz 
leicht verloren gdien konnte, und hatte, 
vne Archimedes in dsr der Abhandlung 
über die Quadratur der Parabel voraus- 
geschickten Zuschrift an den Dositheus 
ausdrücklich beri<^et, falsche Resultate 
erhalten. — Archimedes hat, wie bekannt, 
die QuadraUir der Parabel auf doppelte 
Weise dargetfaan, zuerst mit Hülfe der 
Lehre vom Gleichgewicht — vielleicht war 
er ursprünglich durch mediamsches Ab- 
wägen darauf gekpnnnm -^ und sodann auf 
rein geometrischem Wege, Im erstem Falle 
verfahrt er auf folgende Weise: £r con- 
struirt auf der Sehne £C (Fig. 1), die desn pa^ 
raboliflcben Ab^cboitt abschpeiclet, ein Drei- 
eck BCD, indem er durch den Endpunkt: B- 




der S^de eine Parallele BD inil der Axe zieht, ra dem andern End«^ 
punkte C eine Tangente CD an die Parabel legt und beide Linien bis 
zum gegenseitigfen Dorcbsehmtt in D verlängert; alsdann theüt er die 
Sebne in eine beliebige Anzahl gleicher Theile BE, EF, Fß, GJ, JC, 
ziebt durch die Theilpunkte E, F, ß, J Parallelen mit der Axe ES, FB, 
GY,JX, welche die Parabel in den Punkten U, H, P, O schneiden, 
ußd legt durch diese Punkte die Linien CUK, CBL, CPU, CON. Da- 
durch werden zwei Reihen von Trapezen erhalten, welche den parabeJi- 
s(^eD Abschnitt vefi innen und von aussen einschliessen. Arehfmedeg 
beweist nun zvrnächst mittelst statischer Gesetze , dass das Dreieck BCD 
kleiner siei, als die dreifache Summe der Trapeze KB, LF, MG, NJ 
und des Dreiecks XJC, grösser aber als die dreifache Summe *er Tra- 
peze FO, Gff, JP und des Dreiecks CJO; und sodann mit Hölfe des 
oben angeCfthrten Grundsatzes, dass wenn ein Flächenraum Q den dritten 
Theil des DreieAes BCD beträgt, der parabolische Abschnitt BBC die- 
sem Piäehenraum Q gleich ist. Denn angenommen, er sei grösser d«^ 
der Flächenraum Q, so wird der Deberschuss des parabolischen Ab- 
schnitts ober diesen FHchenraum gewisse Male zu sich selbst getliaä 
mehr geben als das Dreieck BCD: Nun ist es aber möglich, eiaeo nc«* 
kleineren* FIdehenraum , als jenen üeberschuss, anzunehmen, welcher ein 
gemsseaialiger Theil des Dreiecks BCD ist. So sei denn das Dreieck 
MK kleiner, als der erwähnte üeberschuss und sei ein gewissewaliger 
Theil des Dreiecks BCD-, dann wird BK ein ebensovielmaliger Theil von 
»D sein. Man theile also BD durch die Punkte R, V, W m solche 
Theile, ziehe von diesen Punkten gerade Verbindungslinien nach C und 
lege durch die Durchschnittspunkte dieser Linien mit der Parabel die 
geraden Limen MS, FT, GY, JX parallel der Axe. Run ist + A BCK < 
AbBchMlt BBC, aber A BCE r^ EK + ZL + AM + aN + A COX, 
fülgHch Q<FO + GB + JP+A CJO. Es ist aber A BCD =3 0, 
müh» mdsBte A BCD < ^ {FU + 6B + JP + A CJO) sein, welche« 
uBmagKcb ist, dfe gezeigt worden, das Dreieck sei grösser als jene drei- 
feche Sommei; Mglioh ist dicr parabolische AbschnHt BBC nidit gröiwwr 
ata 0, Auf gteioh« Weis© wird ferner gezeigt, dass auob der pafabofisehe 
Abschnitt BBC nicht. Uleioor sein könne, als der Flächenraum (?. Mithin 
ist AAftdMitt BBC^ ü^ Itan erst folgt der Hawptlehpsate, daee jeder 
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parabolische Abschnitt yier Dritttheile eiaes Dreiecks auf derselben Grund- 
linie und von gleicher Höhe beträgt. — In der Quadratur der Parabel 
auf rein geometrische Weise verfolgt Ärchimedes einen directeren Weg. 
Er zeigt zuerst, dass das Dreieck, welches in einen parabolischen Ab- 
schnitt eingeschrieben wird und mit demselben einerlei Grundlinie und 
Höhe hat, grösser als die Hälfte des Abschnitts ist. Hieraus folgert er, 
dass es möglich sei, in einen parabolischen Abschnitt ein Vieleck der- 
gestalt einzuschreiben, dass die Summe der übrigbleibenden Abschnitte 
kleiner ist, als jeder angebbare Flächenraum, was Euklides als Grundsatz 
angenommen hatte. Nachdem Ärchimedes ferner noch dargetban, dass 
wenn in einen parabolischen Abschnitt ein Dreieck von derselben Grund- 
linie und Höbe mit dem Abschnitt eingeschrieben wird, und wenn in die 
übrigbleibenden Abschnitte ebenfalls Dreiecke von einerlei Grundlinie und 
Höhe mit diesen eingeschrieben werden« jedes der beiden zuletet ein- 
geschriebenen Dreiecke dem achten Theil des in dem ganzen Abschnitt 
eingeschriebenen Dreiecks gleich ist, und dass die Summe alier dieser 
Dreiecke zusammen kleiner ist, als der gegebene Abschnitt, so beweist er 
allgemein, dass die Summe einer geometrischen Progression von einer 
beliebigen Menge von Grössen in dem Verhältniss von 4:1, sammt dem 
dritten Theil der keinsten, vier Dritttheile der grössten beträgt. Durch 
diese Vorbereitungen gelangt Ärchimedes schliesslich zu dem Satz, dass 
jeder parabolische Abschnitt vier Dritttheilen eines Dreiecks gleich ist, 
das einerlei Grundlinie und Höhe mit dem Abschnitt bat. — Betrachten 
wir noch einmal die beiden Wege, auf welchen Ärchimedes die Quadratur 
der Parabel ermittelt, so ergtebt sich, dass er in dem ersten Falle zwei 
Reihen von Grössen (die in- und umschriebenen Trapeze sammt den 
Dreiecken) aufstellt, deren Summen sowohl dem parabolischen Abschnitt 
als dem Dritttheil des um denselben beschriebenen Dreiecks als Gränzen 
sich nähern; in dem zweiten Falle bilden sämmtliche in dem paraboli« 
sehen Abschnitt nach und nach eingeschriebenen Dreiecke ein Polygon, 
dessen Umfang der parabolischen Curve so nahe gebracht werden kann, 
dass die Summe aller übrigbleibenden Abschnitte Ueiner ist, als Jeder 
angebbare Flächenraum d. h. dass der parabolische Abschnitt die Gränze 
d(Br Summe aller der eingeschriebenen Dreiecke bildet. Demnach sind 
böide Weisen, durch welche Ärchimedes dasselbe Ziel erreicht, nur ausser- 
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lieh verschieden, dagegen liegt beiden das Gemeinsame zu Grunde, dass 
die zu bestimmende krummlinig begränzte Ebene als die Grdnze einer 
Reihe von irgend welchen Grössen betrachtet wird, die zu ihr in einer 
gewissen Beziehung stehen. Zugleich bietet die doppelle Behandlung der 
Quadratur der Parabel zu der weitern Bemerkung Veranlassung, dass wie 
überhaupt sich über die Lösung geometrischer Probleme keine allgemei- 
nen Regeln aufstellen lassen, die Geometer des Alterthums auch für die 
Ermittelung der Quadraturen und Cubaturen keine durchgreifenden Nor- 
men zu schaffen vermochten« denn nach welchem Gesetz jene Reiben 
fortschreiten und von welcher Form die Grössen, welche die Glieder der- 
selben bilden, sein mQssten, daröber konnten bei der Vielgestaltung räum- 
licher Grössen ebensowenig allgemeine Bestimmungen gegeben werden, 
als daröber, auf welchem Wege durch selbige Reihen zur Ermittelung ei- 
ner gegebenen geometrischen Grösse zu gelangen sei. Daher wird denn 
auch in Arcbimed's Schriften ein allgemeines, auf alle Fälle anwend- 
bares Verfahren , d. h. eine Methode zur Bestimmung der Gränze einer 
Summe von einer willkürlichen Anzahl Grössen nicht gefunden. Hin« 
reichende Beweise hierzu liefern die beiden Bucher über Kugel und Cy-« 
linder, die Abhandlung über Konoiden und Sphäroiden, so wie die über 
die Spirallinie. 

Man hat das in Rede stehende Verfahren der Geometer des Alter- 
thums zur Ermittelung der Quadraturen und Cubaturen „ Exhaustions- 
methode'* genannt; aus dem Vorhergehenden erhellt indess deutlich, dass 
in dergleichen Untersuchungen eine Methode, d.h. ein allgemein gültiges 
Verfahren nach einer bestimmten Norm nicht vorbanden ist. Die Geo- 
meter des Alterthums haben aber in diesen Untersuchungen den Begriff 
der Gränze, wenn auch nur in einem beschränkten Sinne, auf die ihnen 
eigenthümliche strenge Weise festgestellt. Dadurch dass sie den rein 
geometrischen Weg festhielten und zugleich die Noth wendigkeit erkann- 
ten, dem Haupterforderniss der Geometrie, der Evidenz in den Beweisenf 
Genüge leisten zu müssen, um sichere Resultate zu erbalten — dadurch 
wurden sie zu der Annahme geführt, jede krummlinig begränzte Ebene 
als die Gränze eines darin beschriebenen Polygons zu betrachten > indem 
die Summe aller übrigbleibenden Abschnitte kleiner werde als jeder an- 
gebbare Flächenraum. 
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Von den Geometern des Altertbume ist hier ailein noch Pappus 
(gegen Ende des 4« Jahrb. nach Chr.) zo erwähnen; er bat in seinen 
Mathemaüscfaen Sammlungen die Entdecicungen älterer Mathematilter und 
den Inhalt ihrer damals noch yerbandenen Schriften aufbewahrt und 
so uns kostbare Ueberreste ans dem blühendsten Zeitaller der grie- 
ehiscben Mathematiker gerettet. Pappus begnögle sich jedoch nicht, das 
Zerstreute lediglich zusammenzustellen; er zeichnete sieh vielmehr unter 
dem grossen Haufen der Coropilatoren seiner Zeit rfihmlichst aus und 
tritt dadurch den grossen Geometern früherer Zeiten zur Seite, dass er 
fibwall den bereits bekannten Problemen neue Sätze hinzofögt oder sie 
über ihre bisherigen Granzen erweitert. Bei der Betra(^tung der Spirale 
des Kanon, deren Eigenschaften Archimedes untersucht hatte, kommt 
Pappos auf die Spirale, weldie während der Umdrehung eines Kugd- 
quadranten um seine Axe ein vom Endpunkte dieser Axe mH gleich- 
förmiger Geschwindigkeit herabroHender Punkt auf der Kugeloberfläcbe 
besehreibt, und findet, dass die Kugeloberfläche zwischen dieser Spirale 
und der Basis des Kugelquadranten d. h. des grössten Kreises , weicher 
den Quadranten abschneidet, dem Quadrate des Durchmessers der Kngel 
gleich ist In der Begründung dieses Theorems fo>gt Pappus zwar dem 
von Euklides und Archimedes eingeschlagenen Wege, indem er das von 
der beschriebenen Spirale und der Basis des Kugelquadranten eingeschlos- 
sene Stück der Kugeloberfläche alsGränze zweier in- und mnsehriebenen 
Figuren betrachtet, indess mangelt siehtlidi die Schärfe in der Beweis- 
führung, durch die Archimedes seinen Untersuchungen über Quadraturen 
und Cubaturen die höchste Evidenz verlieh. Wie sehr in dieser Hin- 
sicht Pappus hinter dem grossen Geometer des Alterthums zurücksteht, 
dürfte am deutlichsten sich ergeben, wenn man den Archimedeiscbeo 
Beweis des Satzes, dass die Kugel ebenso gross ist als ein Kegel, dlss- 
sen Grundfläche der Oberfläche und dessen Höhe dem Halbmesser der 
Kugel gleich ist (Ton der Kugel und Cylinder, I. 38) mit dem ver- 
gleicht, wie er von Pappus {Collect math. lih. F. prap. XXXIII.) gefttrl 
wird. Leider ist die einzige vorhandene Ausgabe der Mathematischen 
Sammlungen dlBs Pappus, die lateinische Uebersetzung Commandin's, 
hl solchem Zustande , dass eine Vergleiehung fast' vmmOgKch wird. 
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Nach Pappos wird kein Geometer des Altertlmms geAiinten, der 
atwfta de« Vorhergehenden Aehnliclies geleistet hStte. In der berdhmten 
Schale zu Alexandrien trat immer mehr an die Stelle der Originalität 
ausgebreitetes Wissen; die Gdehrten waren lediglieh Commentateren der 
Werke des classlschen AltertbiMis. Der entartete grieefaische Tolksstarom 
konnte »icht länger der Träger wissenschaftlicher Bildung bleiben. Durch 
die Vermittelung gelehrter syrischer Christen, besonders der Nestorianer, 
worden die Reherrscher des grossen arabischen Reiches aus dem Stamme 
der Abassiden zu Bagdad für griechische Bildung und Wissenschaft ge* 
Wonnen, und mit demselben Eifer, mit welchem ihre Vorgänger voll Fa- 
natisniis für ihren Glauben die Ueberreste aller fremden Bildung zu ver- 
Richten drohten, erwatben sie sich als Beschützer und Pfleger der Wis^- 
senschaften, besonders der mathematischen, unvergänglichen Ruhm. Die 
ungeheure Ausdehnung ihres Reiches, das bis über den Indus sich er- 
streckte^ ihre gewaltige Macht öffnete die bisher verschlossenen Pforten 
zu den Culturländern Indiens, und die Araber vermochten auf Grund 
der bereits aufgenommenen griechischen Bildung die selbstständigen Lei- 
stungen der Inder in den mathematischen Disciplinen zu erkennen, ihre 
Vorzüge zu würdigen und sich anzueignen.*) 

Bisher sind die Araber vorzugsweise als Bewahrer und Vermittler 
der griechischen und indischen Mathematik gefeiert worden , ihre eigenen 
Leistungen, namentlich in der Geometrie, hat man ziemlich gering an- 
geschlagen. Dies Urtheil gründet sich indess nur nuf das Wenige, was. 
aus der mathematischen Literatur der Araber durch den Druck ver- 
öffentlicht ist: Uebersetzungen griechischer Mathematiker uqc) ein paar 
Werke, die nach indischen Vorbildern gearbeitet sind, während die rei- 
chen Schätze arabischer Handschriften, die in den grossen Bibliotheken 
Europa's sich aufgehäuft finden, mit Rücksicht auf Mathematik bisher 
nur sehr oberflächlich untersucht sind. Erst in neuerer Zeit ist durch 
die Bemühungen S^dillot's**) und Woepcke's***) einiges Liebt über 



*) Siehe Beilage I. 

**) MaiäimLx paitr tervkr ä VMstoU^e cmnparSe des 9cieneet molAf^- 
nMiftfiwa ehe» ku firecs H i#« Orunltetup par S^diUM, Paris 1845. 184». 
^) LÄlgebre iOmar Alkhayydtni, pulHdk» iraäuiU et aeoampo^pi^ 
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die Geometrie der Araber verbreitet worden; aber schon aus den nicht 
sehr umfangreichen Bruchstücken, welche die eben Genannten mittheilen, 
erhellt unwiderleglich , .dass die arabischen Geometer nicht blos die 
Meisterwerke der Griechen übersetzten und commentirten , sondern audi 
unToUkommen gelöste Probleme zu yeryollstdndigen und die yon jenen 
angefangenen Untersuchungen fortzuführen vermochten. Ob die ara- 
bischen Geometer auch hinsichtlich der Quadraturen und Cubaturen den 
Schöpfungen der Griechen etwas Neues hinzugefügt haben, lässt sich 
vor der Hand noch nicht entscheiden; dass jedoch die Lehre von den 
Gränzen ihrer Aufmerksamkeit nicht entging, davon giebt der Titd einer 
Schrift des arabischen Mathematikers Ibn Aihaitham: lieber den ersten 
Satz des 10. Buches der Elemente Euklid's (Woepeke I.e. S. 75) Kunde. 



Als Europa aus der tiefen Barbarei des Mittelalters sich zu erheben 
begann, fanden bei den Abendländern zunächst diejenigen mathematischen 
Disciplinen Berücksichtigung, die von den Arabern vorzugsweise cultivirt 
worden waren: Arithmetik und Astronomie, die erstere für den Handel, 
die zweite zur Regulirung des Jahres und zur Bestimmung der kirch- 
lichen Feste unentbehrlich. Namentlich aber waren es die sogenannten 
geheimen Wissenschaften« Alchemie und Astrologie, von den Arabern 
ebenfalls besonders gepflegt, welche mit unwiderstehlichem Reiz alle die- 
jenigen anzogen, die sich irgend für Gelehrsamkeit interessirten. Dies 
beweist, in wie grosser Kindheit der Culturzustand der christlichen Völ- 
ker zur damaligen Zeit sich befand; auf solchem Boden konnte die Geo- 
metrie Archimed*s noch nicht gedeihen. Daher werden auch nur einzelne 
Namen genannt, wie Piaton von Tivoli (in der ersten Hälfte des 
12. Jahrb.) und Gerard von Cremona (1114 bis 1187) die ein In- 
teresse für das Studium der Geometrie des Alterthums beseelte; sie 
haben zum Theil mit Hülfe gelehrter Juden höchst mangelhafte Ueber- 
setzungen griechischer Mathematiker aus dem Arabischen geliefert. Erst 
als mit Einbruch der türkischen Horden in Europa die gelehrten Grie- 



d'exiraüs de manuicrüs in^üs par F, Woepeke. . Parit 1851. — Exirail 
du Fahhri, iraüd d*algibre par Abaü Bekr Mohammed ben Alhofan AlkarkM 
par F. Woepeke. Paris 1853. 



— 13 — 

eben eine ZufluchtostAtte im westlichen Europa sachten und zugleich die 
KennUiiss der griechischen Sprache yerbreiteten , wurde die Aufmerksam- 
keit der Abendländer auf die Meisterwerke ihrer Literatur gelenkt und 
68 begann das Studium dir Geometer des griechischen Alterthums un- 
mittelbar aus den Quellen, Der Deutsche Johannes Malier (1436 
bis 1476), von seinem Geburtsort Königsberg in Franken gewöhnlich 
Regiomontanus genannt, Maurolykus aus Messina (1494 bis 
1575), Coromandinus aus Urbino (1509 bis 1575) entwickelten als 
Debersetser und Commentatoren grosse Tfaätigkeit. Die vorhandenen 
Uebersetzungen , aus dem Arabischen veranstaltet« waren fehlerhaft und 
vielfach unverständlich; dadurch dass man diese Mängel zu beseitigen 
sich bemühte, dass vor allen Dingen die Wiederherstellung eines rich- 
tigen Textes versucht wurde, dadurch gewöhnte man sich allmählig an 
die strenge Methode der Geometer des Alterthums. Vorzugsweise waren 
es die Schriften Archimed's, die mit besonderer Vorliebe studirt wurden. 
Die Untersuchungen , welche der grosse Geometer des Alterthums über 
die Schwerpunkte von Ebenen angestellt hatte, reizten zur Nachahmung 
und Fortsetzung. Gommandinus versuchte die Schwerpunkte der 
Körper zu bestimmen"^); jedoch mit Ausnahme der Körper, bei welchen 
diese Untersuchung keine Schwierigkeit verursacht, gelang ihm nur die 
Ermittelung des Schwerpunktes für das parabolische Konoid und die 
Halbkugel. Glücklicher war Lucas Valerius (Professor der Mathe- 
matik zu Rom um das Ende des 16. Jahrh.): er veröffentlichte in dem 
Werke: De eentro gravitatis soUdorum libri tres^ Rom. 1604, die Ergeb- 
nisse seiner Forschungen über die Schwerpunkte aller sphärischen und 
konischen Körper. — Bei diesen ersten Versuchen , selbstständig auf dem 
Gebiet der Geometrie etwas zu leisten, verfolgten die Mathematiker der 
neueren Zeit denselben Weg, der in ähnlichen Fällen von den Geometern 
des Alterthums eingeschlagen worden war. Jedoch das Studium der 



*) Seine Schrift: Liber de ceniro gravUalis solidorum^ ist dem Werke: 
Ärehimedie de iis quae vehunlur in aqua^ libri duo a F» Commandino resii- 
tuli, Bonon. 1565, angehängt. Eine vollständige Inbaltsanzeige dieser Schrift 
Commandin's findet sich in Kästner's Geschichte der Mathematik £• 2, 
S.203— aiL 
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Mei&terwerke Archioied's uad besoiidera da» tiefe EiadlmigeB in das 
Wesen seines Verfahreas , dessen er sich in seinen UntcrsQebaii(|ai über 
die Eigenschaften der krummlinig begräozten Ebenen imd der von krum- 
men Oberflächen eingeschlossenen Körper bedient halte, erforderten 
eine sehr aligemeine Bildung des Geistes; eine solche war damals nach 
so langer Reihe von Jahrhunderten tiefer Barbarei noch nicht erreidit, 
und daher kam es, dass die genannten Geometer di« unäbertrefilielie 
Schärfe Arcfaimed*s in geometrisdien Untersuchungen sich nicht zu eigen 
machen konnten,*) Sie berücksichtigten ausschliesslich die äuesere Fenn 
des Archimedeischen Verfahrens und nahmen sieh das leichtere EukUdei- 
sche zum Huster. Lucas Valerius spricht es offen aus m der Vor- 
rede zum ersten Buche seines oben angeführten Werkes: Quod autm 
aliquot propo$Uione8t alias Ärchimedis lenrnaüeas, mUom Commandim 
meis rationibus attuli demonstratas , non tarn ideirco id fm , ne mm 
lucubrationes deperirent, quam quod vel stylo Buclidis magis eomoMif 
vel ad perdpiendum eo non minus laboriosa^, quo ad inomim^imn siait 
difßciliorss , vsl meo proposito ßptiores mdermtur. So wurde dekia das 
geniale Verfahren Archimed's unter den Händen der Mathematiker des 
16. Jahrb. wirklich zu einer Methode und mit dem Mamen >,Exiiaufrtio86* 
methode'' belegt. Unbekummept um einleitende und vorbereilende Satze, 
in denen der wahre Nerv der Archimedeisohen Strenge gefunden wird, 
und ohne die scharfen indirecten Beweise umschloss man jede knomD- 
linichte Ebene und jeden ?on krummen Oberflächen eingeschlossenen 
Korper sogleich durch Polygone und Polyeder und b(^aupt6te dem oben 
angefahrten Euklideischen Grundsatze gemäss, dass die gegeb^te Figur 
von den umschriebenen bei Vermehrung ihrer Seiten oder Seitenebenen 
ins Unendliche sich um eine kleinere Grösse, als irgend eine «ngebbare, 
unterscheide, die deshalb zu vernachlässigen sei. Auf diese Weise ver* 
schwand die strenge geometrische Evidenz, welche Archimedes in sei* 
nen Untersuchungen so geschickt aufrecht erhalten halte, und an ihre 



*) Beläge hiarzu bietet namentlich die genannte Schrift des Lucas 
Valerius; grosse SchlaiCiieit in der Beweisführung findet sich darin #heraU< 
Ab Anhang ist derselben Schrift ^ne Quadratur der Parabel hÜizageAügt, die 
^ gründlicher und einfacher sein soll, als die Archimedeische. 
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Stelle trat, wenn ancb noch verhüllt, die vage VoreteMwg des üftendli€k«> 
kleinen. 

In Fe^e eines Zwistes nit eine« Weiakäiidler über den Inhalt 
äAiger Fmer Wein hatte Kep|»ler (1561 bis 1631) auf kitfze Zeit 
8ekie tiefen F^urschuiigen auf dem Gebiet der Aslronomie verlassen, lun 
das Maass k&rperlieher Räume 2tt studiren und das Tisiren der Fitser 
auf bestuamte , der Theorie entlehnte Regeta »irüekkoftthren. Die Er- 
gebnisse seiner UntersuchnDgen veröffentlichte er in dem Werke: iViova 
HerMmetria dol%0ruim vinariorum eit. Line. 1605*), in weldiem in be* 
sohränkter Sphäre derselbe reich phaniastisehe Geist des Verfassers, wie 
in den Speculationen über das Welt^ebäude sich offienbort. — In Beaag 
aaf die Wdnßsser, die aus Stücken von Kugeln und Cyitndem zusam* 
fflengesetU sind, schickt Ke^ppler in deni genannten Werke das voran», 
was über diese Körper in den Schriften Arcbimed's sich vorfindet (S/e- 
reometria Anhimfiieo), jedoch so anfgefasst, wie es ihm für den praktt« 
sehen Zweck der Schrift imd für Liebhaber der Geometrie passend 
schien, und verweist diejenigen, welche sich für die voHkonmien strengen 
Beweise interessiren , auf die Queltea selbst.**) Demnacli giebt er die 
Archimjadeischen Beweise nur ihrem Sinne nach {mihi sensia hk esse vi-^ 
deiur^ Siereomet. Archimed* Aeitr. IL) und eilt umbekunifflert um die 
strenge mathematisehe Methode auf dem kürzesten Wege zum Ziele« So 
betrachtet Keppler geradezu (theor. IL) , um das Verhältniss der Peri- 
pherie ^^m Durchmesser zu finden, den Umfang des Kreises aus unend- 
lich vielen Punkten zusammengesetzt, von denen ein jeder die Basis 
eines Dreiecks bildet, deren Spitzen im Mittelpunkte zusammentreffen; 
mä ebenso d^snkt er sich spater {theor. XL) die Kugel aus unendlich 



*) Uebor die deutsche Ausgabe dieser Schrift vergl. Käslner's Geschichte 
der llApiematik Bd. 3. S. 318 ff. 

**) Cum igilui' dolia vinaria CirctUo, Cono ei CylinärOj figwris regu*^ 
laribtu parlicipenl, apta sunl haclenus ad Geomelricas dimensiones: quarum 
principia operae pretium est in veslibulo hujus speculalionis coUocare , ui illa 
ab Archimede sunt invesUgata, quantum quidem hujus ad ohleclalionem animi 
Geomelriam amanlis sufficiel: absolulae enim et omnibtis numeris perfeclae 
^moMra^ones peteniae sunt ex ^si$ HMlis ArchimedeiSf $i 9m a $pino$a 
kctione eorum non äbkmtm^ril. 
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▼ielen kleinen Kegeln tu^ammengfesetzt. Ausserdem bediente sich Kepp- 
ler noch gewisser Analogien, die nur bei seinem feinen Gefühle fflr das 
Richtige zu wahren Resuhaten föhren konnten, z. R. theor.III, wo der 
Cylinder mit dem darum beschriebenen Parallelepipedon verglichen wird: 
eylinder et eolumna aequealta sunt hie veluti quaedam plana corporata ; 
aeeidunt igitur Ulis eadem, quae planii etc.; fertoer iheor.XVI: conw 
e$t sie veluti circulus eorporatus; idem igitur a ieciione patitur, quod 
eirculus mae baseos; tkeor. XVII: cyUnder e$t kic veluti circulus aut 
eUipsis corporata, qtiare hie idem Uli acddit, quod figuris hisee in basi, 
in seetione eadem. Nam cylinder rectus, sectus piano ad axem recto, 
est veluti linea corporata et quidem cylindrico corpore praedita^ quare 
acddit Uli idem, quod lineae. — Da jedoch in der Regel die Weinfäs- 
ser Yon anderer Form sind, als oben erwähnt ist, so fügte Keppler, um 
diese Speculation nicht uuToIIständig zu lassen, der Stereometria Archt- 
medea ein Supplementum hinzu, in dem er zum Behuf der Inhaltsbestim- 
mung aller Arten Fässer die Verbältnisse 87 neuer Körper*) untersuchte, 
die er durch Bewegung sphärischer und konischer Flächen um Durch- 
messer, Axen, Ordinaten u. s. w. entstehen liess. Wiewohl die Lösung 
der meisten dieser Probleme bei dem damaligen Zustande der Geometrie 
unmöglich war und Keppler selbst nur die leichtesten zu behandeln ver- 
mochte, so wollte er doch nicht blos diese Probleme vorgelegt haben, 
sondern auch neue Gesichtspunkte aufstellen, durch welche ihre Lösung 
vielleicht einst möglich würde. Hier war nun seiner reichen Phantasie 
ein weites Feld eröffnet, nach allen Seiten hin kühne Gedankenblitze 
auszusenden« und in der That sind in diesem Supplementum und in dem 
darauf folgenden zweiten Theil des gesammten Werkes : Stereometria dolii 
Äustriaci in specie, alle die Ideen ausgestreut, welche bis zur Ent- 
deckung der höheren Analysis für die Mathematiker bei der Betrachtung 
der Probleme aus dem höhern Theile der Geometrie die Richtschnur bil- 
deten. Nicht allein finden sich solche Bemerkungen, aus denen nach der 
Meinung Guldin's Cavaleri seine Methodus indivisibilium' sich gebildet 
haben soll (theor, XX: secetur area lineis parallelis alicui in aliquot 



*) Diese 87 neuen Körperform^ belegte Keppler grösstentheils mit 
Kamen von Früchten, mit denen sie Aehnlichkeit hatten» 
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segmmta aequealta minima qwui linearia), sondern auch die Grundzüge 
der Methode, die von den französischen Halhematikern der folgenden Zeit, 
Descartes, Fermat, Roberval und ihren Schülern in der Behand- 
lung von Quadraturen und Cubaturen und namentlich in dem berühmten 
Tangentenproblem zur Anwendung gebracht wurden (theor. XX: cum 
igitur figura circa lineam drcumagituTf nihil fere creat areolae, quia 
minimum moveatur; theor, XXI: segmentnm areolae fere nihil creat, quia 
pene nihil moveatur; theor. XXYII: In iis articulis, in quibus a mi- 
nori ad maasimum iterum^e ad minus fit mutatio, lege aliqua circuli, 
semper est aliquousque insensibilis illa differentia). — Wie Keppler 
überhaupt in der Behandlung der Probleme verfuhr, wird durch nähere 
Betrachtung des folgenden Theorems am anschaulichsten erläutert werden : 
Theor. XX F. Segmet^um Globi ad Citrium (citronenförmiger Körper) 
eodem segmento circuli descriptum, videtur eam habere proportionem, quam 
habet semidiametur basis segmenti, ad axem $eu altitudinem segmenti* 

Demonstrationem legitimam quaerant alii: Ego quod non possum 
apodidictice , comprobabo dictice, qu(üuor usus documentis. Primum est 
ab Analogiam Quod enim in dimidio globo , velut in maximo segmento, 
quod est prindpium segmentorum, verum est, ut et in dimidio Sphae- 
roide ; quod item in minimo segmento , et veluti in ultimo omnium seg- 
mentorum termino , id videtur etiam in segmentis intermediis locum ha- 
bere. Ät in dimidio globo res ita habet: quemadmodum enim latera circa 
rectum angulum quadrantis habent inter se proportionem aequalitatis , sie 
etiam quod creatur, quadrante circa perpendiculum volutOy aequale est 
ei, quod creatur, eodem quadrante circa basin voluto. In minimis vero 
similiter locum habet ista proportio: quia quo minus globi segmentum, et 
Citrium in eOy hoc minus ab hisce differunt Coni, figuris ipsis inscripti: 
Conorum vero istorum est dicta proportio: quare et circumscriptorum 
solidorum. Etsi fateor, ab eo quod est absolute minimum , 'ad id quod 
minimo prosimum, non ubique tutam esse colledionem. 

Das hier besprochene Werk Kepplers, das gegenwärtig denen gegen- 
über wenig beachtet wird, in welchen er die ewigen Gesetze des Welt- 
alls bekannt machte, war für die Förderung der Wissenschaft von der 
höchsten Wichtigkeit. Da die darin niedergelegten Probleme die Aufmerk- 
samkeit der Geometer der damaligen Zeit auf sich zogen, so konnte nicht' 

Gerhardt / ina/y«»9. 2 
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fehlen, dass aach die Ideen Kepplera über die Behandlang dersdb^ k 
der Wissenschaft Eingang fanden. Seit Keppler ist die Vorstellung des 
UnendMcbkleinen , mit den strengen Forderungen der Mathematik dorcb- 
aus unvereinbar, un verhüllt in die Wissenschaft aufgenommen worden; 
sie hat die Entdeckungen der höheren Anaiysts mächtig gefordert und die 
Anwendung und Ausbildung derselben ungemein erleichtert. Es ist ferner 
nicht zu verkennen, dass dergleichen Betrachtungen, die Keppler in Bezug 
auf die Darchschnittscurven seiner Körper gebrauchte, wie: Dwrmenta 
perpendicularium sunt maxima apud A, minor a igüur enmt üfui fl 
femer: übt deerementa allitudinum praecipitaniur per ütnnes prapartioneh 
in infimtum crescentibus proporttonum augmei^h, ibi incremmta ^ain- 
torum magis magi8q;ue minuntur et incrementa prüportianum d;e€resmf^t> 
auf die grosse durch Vieta und Descartes bewirkte Revolution in der 
Geometrie der Curven von bedeutendem Einfluss gewesen ist. 

Diese neuen Betrachtungsweisen Kepplers, der unmittelbare Gebraoeh 
des Unendlichkleinen, sollten jedoch in der Behandlung der mathemati- 
schen Probleme noch nicht sogleich zur Anwendung kommen; vielmehr 
fand ein anderes neues, allgemein anwendbares Verfahren, das ebenfalls 
zuäi Ersatz der strengen Archimedeiseben Weise bestimmt War, den 
-grössten Beifall der Mathematiker. Es ist dies die Methodus inii- 
visibiliuiH Cavaleri's (1598 bis 1647), die dieser früher gefanden 
zu haben behauptet, ehe er von dem Inhalt der Stereometria doliorv^ 
Kenntniss hatte. ^) Oavaleri veröffentlichte seih Verfahren in dem Werke: 
Geometria indivisibüibus continuomm nopa quadam rutione promota^ 1^' 
non. 163d ; er Hess demselben im Jahre 1647 ein anderes : Exerätixtiona 
geometricae sex, folgen, in welchem er seine Methode klarer darzustellen 
und gegen Einwurfe zu vertheidigen sich bemuhte. In der Vorrede zu 
«dem ersteren verbreitet sich Cavaleri über die Erfindung und das Wesen 
^ner Methode sehr ausführlich: Cum solidorum, quae ex revi>lnti(f^^ 
circa axim oriuntnr^ genesim aliquando meditarer, rationemque gigf^ 

*) Cum jam , sagt Cavaleri in der Vorrede seines Werkes , expoWtow 

meliendarum figurarum novam ac, si dicere fas sU, valde compendiosam m^' 

ih'odu)/h ädinvenissem , felicüer mecum ' actum ässe exUlimavi, ut haec solide 

ddie von 'Käppier aufgestellten neueb Körper) praeter illa Archimeäea, f^i^^ 

iuppeüiürentur^ drpa qude llltu« vim et 'ener^m'eoqfetwi Häer^* 
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tium planflrum figurtwum cum genitis solidis compararem, masime san$ 
aimirahar qugd a propfiprum parentum condüione adeo natae figuraß 
iegmerwent, uf alißm onmino gb eisdem rationem sequi videreruur. 
CylinirMs enm exempU gnaia, in eadem basi et circa eundem ßxim 
cum cono constitfitus , ^st ßjusdem triplus, cum tarnen ex parallelogrammo 
trianguU dictum contm generantis duplo per revolutionem oriatur etc. —r 
Cum ergo taleifi varietatenii in plurimis aliis figuris saepius ac saepe 
fmum wudit4tu8, ubi prius «a?. g> cj/lindrum ex indefinitis numero pa- 
raüilognmmif f conum vero in eadem basi et circa eundem axim CKtn 
cglindro constitutum, ex indefinitis numero triangulis per axem transcun- 
Uhus velnti compactum effingens, habita dictorum planorum mutua ra^ 
tiOHc, illico et ipMorum solidorum ab ipsie genitorum emergere rationem 
exittimabum, cum jam plane canetaret planoru^ rationi genitorum ab 
iüdem solidorum rationem minime concordare, figurarum meneu/ram tali 
ratione inguirentem oleum et operam perdere, ac ex inanibus paleii tri-- 
twram facturum esse, mihi jure censendum videbatur» Verum paulo pro-^ 
{mii%is rem contemplatus in hanc tandem deveni se^itentiam, nempe ad 
rem nostram Uueas e$ plana, non ad invicem coincidentia , sed aepär- 
di$taHtiu as^umenda esse; sie enim in plurimis ratione investigata reperi 
ttm corpQrum proportioni ipsorum planorum, tum planorum proportioni 
ipsarum linearum proportionem (ßi eo modo sumantur^ quo Hb, 2. espli- 
cutwr) ad amtasim in omnibus respondere. Cylindrum igilur et conum 
jam dictos non amplius per asem, sed aequidistanter basi ceu seetos 
contemplatus, eandem sane rationem habere illa comperi, quae Hb, 2. 
voco 'omnia plana cylindri ad omnia plana coni, regula communi basi 
(nempe circulorum congeriem, qui intra cylindrum et conum, veluti ve- 
stigia plani a basi ad oppositam basim continuo Uli aequidistanter flum- 
tis quodammodo reling%ii intelliguntur) ei, quam habet cylindrus ad co- 
num. Optimam ergo methodum figurarum scrutandae mensurae judicavi 
prius lineamm pro plams, tt planorum pro solidis rationes indagare^ 
ut illico ipsarum figurarum mensuram mihi compararem, res, puto, juxta 
Vota successit, ut perlegenti patebit, Artificio autem tali usus sum, quah 
ad propositas quaestiones absolvendas Algebraici adhibere solent^ gut 
iuidem numßirorum radices, guamv^s in^abiles, surdas, ac ignotasj m- 
hilominus simul aggregantes, subtrßhe9Ues , .msdtiplicantcs ac dividmtes^ 

2* 
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Üummoäo propoiitae rei exoptatam sihi notitiam enucleare vaieant, svä 
iatis obiisse munera sibi permadent. Non aliter ipse ergo indmtnbilium 
9ive linearum, sive planorum congerie {iisdem ut in Hb. 2. explieatut 
assumtis) licet quoad eorundem nnmerum innaminabilii surda ac ignm, 
quoad magnitudinem tarnen conspicuis Umitibus clausa, ad eantinuorum 
inveitigandam mensuram usus sum, ut kgenti in processu operis appare- 
bit. — Cavaleri denkt sich jede ebene Figur durch parallele Linieo, 
von ihm ^^regulae^'*) genannt, begränzt und durch diese letzteren unbe- 
granzte Ebenen, welche auf der Ebene der in Rede stehenden Figar 
senkrecht stehen, gelegt. Wird nun die eine dieser parallelen Ebenen 
beweglich angenommen und bis zur andern parallelen continuirlich bin- 
bewegt (entweder sub recto transitu, d. h. wenn die Axe, längs welcher 
die Bewegung geschieht, senkrecht auf der Basis oder der Regel steht, 
oder sub eodem oblique transitu, d.h. wenn die Axe einen schiefen 
Winkel mit der Regel bildet) so wird die bewegliche Ebene die gegebene 
ebene Figur ununterbrochen in Linien schneiden , die unter sich und mit 
der Regel parallel sind. Anstatt nun die gegebene ebene Figur zu be- 
trachten, betrachtet Cavaleri das durch die gedachte Bewegung erhaltene 
Netz**) Ton Linien, und die Eigenschaften, die diesem Aggregat Ton 
Linien gemeinsam sind, werden auch der gegebenen ebenen Figur zu- 
kommen. ***) — Um diese Grundzöge der Methodus indivisibiUutn 
näher zu erläutern, mag hier dasselbe einfache Beispiel, an welchem 
Cavaleri in der Exercitatio tertia seine Lehre gegen die Einwendon- 



*) Regula appellabilur in planis recta linea, cui quaedam lineae du- 
cuntur aequidislantes , et in solidis planum, cui quaedam plana ducuntur 
aequidistanlia , qualis in superioribus est recla linea, vel planum, cujus re- 
spectu sumuntuT verlices vel opposüa tangentia, cui vel ulraque vel allerun^ 
tangentium aequidislat, Geom. indivisib. Hb. /. definit. 

**) Eine manifestum est figuras planus nobis ad instar leUie paralMii 
filis conlextae concipiendas esse: solida vero ad instar librorum, qui paraUe- 
lis filis coacervantur. 

***) Figurae planae habent inter se eandem rationem, quam earttw 
omnes limae Juxla quamvis regulam assumptae; et figurae solidae, ^ttam 
earutn omnia plana juxta quamvis regulam assumpla. Geo. indivis. lib,U* 
theor. ilL — Figurae tarn planae, quam solidae sunt in ratione omni^^ 
indivisibilium colketive. Mxercit. priin. 
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gen Guldin's vertheidigt, hervorgehoben werden. Denkt man sich durch 
die gegenüberliegenden Seiten eines Quadrats zwei unbegrenzte Ebenen 
senkrecht auf der Ebene des Quadrats gelegt und die eine dieser 
Ebenen zur andern immer in gleichen Abständen hinbewegt, so wird 
in jedem Moment die bewegte Ebene das Quadrat in einer Linie schnei- 
den. Quaprapter, fährt Cavaleri fort, singulae rectae Itneae in toto hoc 
motu ut sie in dato quadrato designabiles seu descriptibiles a me dictae 
fumint in definitione prima: Omnes lineae ejusdem quadrati. 
Cum ergo nullä sit ex praefatis lineis assignahilis in dicto quadrato, 
per quam non transeat aliquando seu in aliquo momento motum planum 
(pa ratione dico id ab ipso describi) ideo eas omnes, ita mente col- 
lectas, ut nulla excludi supponatur, vocavi: omnes lineas. Quod 
autem dixi ea fieri in toto motu, subaudi in omnibus instantibus tem^ 
foris, quo fit totus motus. Äpud eos enim, qui sustinent continuum ex 
Indivisibilibus componi, descriptto dictorum Indivisibilium erit descriptio 
super fidei. Apud eos vero, qui ultra haee Indivisibilia ponunt aliquid 
aliud in ipso continuo, illud dicendum erit, describi in ipso motu. 
Demnach kommt es Cavaleri nicht auf jede einzelne Linie oder jede ein- 
zelne Fläche an, die^ wenn die Regel eine Ebene oder einen Körper 
durchläuft, entweder gleich sind oder nach einem bestimmten Crcsetz 
wachsend oder abnehmend fortgehen, sondern auf die Gesammtheit 
derselben, gleichsam unzertrennlich oder als Continuum betrachtet. Auf 
diese Weise wird nach Cavaleri's Meinung nicht allein das Unbestimmte 
und Unendliche umgangen, welches in der Anzahl der einzelnen Linien 
oder Flächen liegt, da die Aggregate von Linien und Flächen, welche 
beziehungsweise die Ebenen und Körper einnehmen, zwischen bestimm- 
ten Gränzen, den Regeln, eingeschlossen sind, also etwas Endliches bil- 
den*), sondern auch der Vorwurf vermieden, als denke er sich Linien 



*) Posset forte quis circa hanc demonstrationem (lib. IL theoremaUs 1, 
([wd est: Quarumlibei planarum figurarum omnes lineae recti IransiluSy et 
qviarumlibei solidarum omnia plana sunt magnitudines inier se rationem Aa- 
^tes) dubiiare, non rede peroipiens quomodo indeßnitae numero lineae vel 
plana, quales esse existimari possunt, qttae a me vocantur, omnes lineae vel 
omma plana talium vel talium figurarum, possint ad invieem eomparari: 
prapter qmd innuendum mihi videtur, dum considero omnes lineas vel omnia 
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aus Punkten, Flächen aus Linien, Körper aus Ebenen zusammengesetzt. 
Ueberhaupt kommt es ihm auf die miivisibilia selbst nicht an (was 
darunter verstanden werden soll, wird nirgends bestimmt und deutlich 
erklärt), sie dienen ihm als Instrument, als Mittel zur Ausmessung der 
Figuren ; in Nova Geometria Indivisibiliumy sagt er selbst (EerciL prim.) 
adhihentur ipsamet Continui Iniivi$ihiUa tampiwn praectptittm iintru^ 
menium ad figurarum tarn planarum quam aolidarum f9ien5ttraiit com- 
parandam- 

Cavaleri's oben genanntes Werk ist in 7 BQcher getheilL Im ersten 
bebandelt er, um seiner Methode eine Basis zu geben, die Verbältnisse, 
in welchen Linien und Flächen beziehungsweise zu einander stehen; die 
folgenden Bücher bis zum sechsten enthalten die Anwendungen sowohl 



plana alicujus figurae, me non numerum ipsarum eomparare^ quam ignora- 
mus, sed ianlum magnüudinem, quae adaequalur spalio ab eisdem Hneis OC' 
cupato, cum Uli C(fngruat, et quoniam Ulud spalium terminU comprehenäüur^ 
ideo et earum magnüudo est terminis eisdem camprehensa, quapropter Uli 
piktest fieri addilio, vel sublr actio, licet numerum eafundem ignoremus; quod 
sufficere dieo^ ut illa sint ad inviuem comparabilia, alioquin neque ipsa spatia 
figurarum essent ad invicem comparabilia: vel enim continuum nihil aliud est 
praeter ipsa indivisibilia , vel aliquid aliud; $i nihil est praeter indimsibiliOi 
profeclo si eorum congeries nequit comparari, neque spalium sive continuum 
erit comparabile, cum illud nihil aliud esse ponatur, quam ipsa indivisibilia : 
Si vero continuum est aliquid aliud praeter ipsa indivisibilia, faieri aequum 
est hoc aliquid aliud interjaeere ipsa indivisibilia; habemus ergo eontinmm, 
disseparahile in quaedam, quae continuum eompqnunt, numero adAuc indefi' 
nita, inter qtiaelibet enim duo indivisibilia aequum est interjaeere aliquid 
illius, quod dictum est esse aliquid aliud in ipso conlinuo praeter indtvisibt- 
Ha, qua enim ratione tollere tur ,a medio duorum^ a mediis quoque eelerorum 
toller etur; hoc cum ita sit, comparare nequibimus ipsa continua sive spatia 
ad invieem, cum ea quae colliguntur et simul collecla comparantnr , sciHeet 
quae continuum componunt, sint numero indefinita, absurdum autem est dicere^ 
continua terminis comprehensa non esse ad invicem comparabHiaj ergo ab- 
surdum est dieere, congeriem omnium linearum sive planorum duarum qua- 
rumlibet figurarum non esse ad invicem comparäbilemj nou obsUMe, quod 
quae colliguntur et Ulam congeriem componunt, sint numero indefinita, v^luU 
hoc non obstat in eontinuo; sive ergo continuum ex indxcisibüibm oompoMolicr, 
Site non, indivisibUium congeries sunt ad inmcefkcomparabiles, ei propoHio* ' 
nom habenU SchoHum ad Geom, W^* IL 4heor. L 
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auf BchoB bekiliBte Sitze der Geometrie, die nach den aufgeetelltea Prin- 
cipien neu bewiesen werden^ als auch auf noch nicht behandelte Prop 
bleme. Unter andern beatifflmt Cavaleri auch den Inhalt von 20 K5r^ 
pem Keppler's. Die IPriocipien seiner Methode sind im zweiten Budie 
enthalteii, und er bezeichnet das dritte Theorem dieses Buches da 
„ maximum fnndamentum geometriae suae " (siehe oben). In dem , dem 
Beweise dieses Theorems hinzugefügten Corollarium stellt er selbst den 
Gang seines Verfahrens mit folgenden Worten dar: Li^iMt ex Aoc, ^ai 
vi inpemamus^ ipnam rtUi^nem habeant inter se duae figurae planae^ V4t 
sQlidae, mffimt noftts reperire, quam in figuris planis inter se rßÜQn^m 
hßbeant earundem omnea lineae, «/ in figuris solidis earundetn orMkiß 
flana juxia quamvis reguhm assumfta , quod novae hujus meae ge^^ 
metriae »eluti maximum jacio fnndamintum. 

Um ein Beispiel zu geben, wie Gavalm seine Methode zur Anr 
Wendung bringt, wähle ich der Ve/gieichung wegen Hb. JV. prüp. /., wo 
TOD der Quadratur der Parabel die Rede ist. Der Lehrsatz beisal: Weoü 
ein Parallelogramm und ein Dreieck dieselbe Basis und dieselbe Axe oder 
Durcbmesaer mit eiaem Parabelabschnitt haben, so wird das Parallolo* 
gramm '/a und das Dreieck '/t d^s Parabelabscbnitts betragen. 

Beweis. Es sei (Fig. 2) FCH der 
Parabelabschnitt, AH das mit ihm auf glei* 
eher Basis FH stehende Parallelogramm und 
FCH das Dreieck» Es werde ferner in der 
C Linie CE, welche die Parabel im Punkte C 
berührt, ein beliebiger Punkt N angenom- 
men , mit der Axe CG \\ NO und durch den 
Punkt if, in welchem NO die Curve schnei* 
det, £711 FH gezogen. Nun ist GH^ (oder 
CF):JM^ (oder CN^)=i6C:JCz=;^0N:MN. 
Aus dieser Proportion folgt, dass die Quadrate aller Linien CS nach dem 
Quadrate von CS (dieses als Regel betrachtet) zusammengefasst — mag die 
Regel in geradem Uebergang sein oder in schiefem — zu den Quadraten 
aller CN nach CN^ als Begei zusammengefasst sich verhalten wie afie 
Linien des Parallelogramms CH nach ON als Regel zusammengefasst zu 
allen Linien der Figur CMBE nach der Regel MN zusammengefasst. 
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Wie sich nun alle Linien von ^ CH su allen von CMHB Verhalten , so 
verhallen sich auch #CH: CMHB; folglich ist, da CR: CMHB sich ver- 
halten wie alle Quadrate in :|4 CH zu allen Quadraten in CMHBy BC als 
Regel angenommen, und die letzteren im Verhältniss von 3: 1 stehen*), 
auch ^4 Ci5r= 3 CMHB^\CMHG, und # ii5r«= \FCH, was zu bewei- 
sen war. 

Wie wenig Cavaleri's Verfahren den strengen Anforderungen der 
Wissenschaft genügt, wurde schon vielfältig von seinen Zeitgenossen, na- 
mentlich von Guldin, gerügt. Der Widerspruch im Princip der Methode, 
continuirliche Grössen auf discontinuirlichera Wege hestimmen zu wollen^ 
trat zu grell hervor, obgleich Cavaleri durch die Bewegung und durch 
die begränzenden Regeln ihn möglichst zu verhüllen sich bestrebte. Viele 
Stellen in den oben angeführten Schriften beweisen, dass Cavaleri selbst 
diesen Widerspruch sehr wohl fühlte und das Schwankende seiner Me- 
thode bemerkte; denn er äussert öfters, dass mittelst seiner Methode 
gewiss das Wahre erreicht würde, wenn man sie nur richtig gebrauche 
(st modo lector recte ea %ttatur). Als eine Folge dieses Widerspruchs im 
Fundament der Methode ist denn auch das zu betrachten, dass Cavaleri 
keine Definition des Wortes „indivisihüia** aufzustellen vermag. Eine 
solche findet sich nirgends in seinem ersten Werke; in der später er- 
schienenen Esercitat. prim. hilft er sich durch Vergleichungen, verwickelt 
sich jedoch dabei in offenbare Widersprüche, denn nachdem er gesagt, 
dass er die ebene Figur gleichsam als ein Gewebe mit parallelen Fäden 
und die Körper gleichsam als Bücher betrachte, deren parallele Blätter 
auf einander gehäuft sind, fügt er hinzu: Cum vero in tela sint semper 
fila, et in lihris semper folia numero finita, habet enim aliquam cras- 
sitiem, nobis in figuris planis lineae, in solidis vero plana numero in- 
definita, ceu omnis crassitiei expertia, in utraque methodo $upponenda 
sunt. Zwar erklärt Cavaleri in der Bxercit, prim., dass er die indivisi- 
bilia als „instrtimentum praecipuum*^ zur Bestimmung der continuir- 



*) Nach einem früheren Satze, dass wenn ein Parallelogramm durch 
eine Diagonale in zwei Dreiecke getheilt wird, alle Quadrate des Parallele- 
gramms zu allen Quadraten eines jeden der Dreiecke sich wie 3:1 verhalteO} 
eine Seite des Parallelogramms als gemeinsame Regel angenommen. 
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liehen Grössen betrachtet; in der Exerdt. Urt. indess, in n^elcher er 
seine Methode gegen Guldin's Eiowdrfe vertheidigt, fasst er die iniivi$%' 
hilia als Grössen , die sich voo Keppler's corfor%hu% minutissimis nur da-* 
durch unterscheiden, dass er sie nicht wie Keppler's unendlichkleine 
Grössen neben einander geordnet, sondern wie die Blätter eines. Buches 
gleichsam aufeinander gehäuft oder geschichtet wissen will. An einer 
andern Stelle (sckolium zu Üb. IL theor. /.} lässt Cavaleri unentschieden, 
ob die Flächen und Körper bloss aus indtvtsibilihus bestehen oder ob 
zwischen denselben noch etwas enthalten sei; ebenso in Exereitat. prim. 
So scheint Cavaleri das Princip seiner Methode mehr gefühlt als 
klar sich vorgestellt zu haben, und nur deshalb, weil er schon bekannte 
Resultate durch sein Verfahren auf einem einfacheren Wege erhielt, 
glaubte er dasselbe den Geometern nicht vorenthalten zu dürfen.*) Im 



'*') Haud quidem me latel circa conUnui composilionem , nee non circa 
infinUum, plurima a philosophis dispularij quae meis principiis obesse non 
paueis forlasse videbuntur, proplerea nempe haesHanteSj quod omnium linea^ 
mm seu omnium planorum canceptus cimeriis veluli obscuriar tenebris tn« 
apprehenaibilis videalur: vel quod in coniinui ex indivisibilibus composilionem 
mea senieniia prolabaiur: vel landem quod unum inßniium alio majus dari 
posse pro firmissimo geomelriae slemere ausim fundamenlo. Eis tarnen ego 
per ea, quae lib. IL prop. I. ac illius scholio praecipue declarala ac demon^ 
itrata sunt, satisfieri posse dijudicavi: quoad conceptum enim omnium linea" 
rum seu wnnium planorum efformandum, faeile hoc per negaliönem nos con* 
sequi posse existimavi, ila nempe ut nuUa linearum seu planorum excludi 
intelligalur. Quoad continui aulem composilionem manifestum est ex prae^ 
ostensis ad ipsum ex indivisibilibus componendum nos minime cogi, solum 
enim continua sequi indivisibilium proporlionem , et e converso, probare in- 
tenlum fuity quod quidem cum utraque posilione stare polest. Tandem vero 
dieta indivisibilium aggregata non ila pertractavimus , ul infinitatis ralionem 
proipter infinitas Uneas seu plana subire videanlur, sed quatenus finHatis 
quandam condiUonem et naturam sortiunturj ut proplerea et aug^ri et diminui 
possini, ut ibidem ostensum /ut(, si ipsa proul diffinüa sunt accipiantur. Sed 
his nihilominus forte obstrepent Philosophi rectamabuntque Geametrae, qui 
purissimos veritalis lalices ex clarissimis haurire fonlibus consuescunt, si» 
objieienies: Hie dicendi modus adhuc videlur subobscurus; durior quam par 
est, evadü hie omnium linearum seu omnium planorum conceptus, quapropter 
hunc tuae geomelriae ceu Gordium nodum aut auferas aut saltem frangas^ 
nisi dissolvas^ Fregissem quidem fateor, o GeometraCj vel amnino a priori- 
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BewttMtsein, dasa er denjeaigen unter ihnen, welcbe durch das Stadiim 
der griechischen Mathematiker gebildet, die strengste Evidenz als dn 
hauptsächlichste Forderung an die Wissensdiafl zu stellen gewohnt sind, 
hinsichtlich der Principien seiner neuen Methode nicht gendgen werde, 
fügte er den sedis Bütliem seiner Geomttria ein siebentes hinzu, in dem 
er die in den ersten Büchern gewonnenen Hauptlehrsitae ohne Gebrandi 
des Unendlichen nodi einmal ableitet, und nannte dies Verfahren im 
Gegensatz zu dem erstem die fostmor mtthoian inüvisibilium, Cava- 
leri vergteidit in diesem sidlienten Buche die indivisihilia nicht in ihrer 
Gesammtheit (oMective) ^ sondern an einzelnen Stelteo idiBtrHutw$) und 
stellt den folgenden jFondamentalsatz ffir diese zweite Methode auf: Wenn 
in zwei Figuren von gleicher Höhe Linien oder Plädien, die in gleicken 
Abständen ?on der Basis einer jeden Figur gezogen werden, einaDder 
gleich sind , so werden auch die Figuren gleich sein müssen. — Wie ge- 
ring die Anwendung dieses Verfahrens ist, leuchtet sogleich ein. 

Cavaleri's unbestrittenes Verdienst ist, an die Stelle des strengea 
indirecten Verfahrens der griechisdien Geometer ein allgemein anwend- 
bares, directes gesetzt zu haben, das, wenn auch auf schwachem Funda- 
ment ruhend, mit grösster Leichtigkeit in schwierigen UntersuchungcD 
angewandt werden konnte. Obwohl man fast allgemein die geringe Za- 
yerlässigkeit der Methodus indivisihilium erkannte, $o b^ienten Bicb 
doch die gleichzeitigen, so wie nachfolgenden Mathematiker dm^elben 
oder wenigstens eines ganz ähnlichen Verfohrens bei Discussienen von 
Problemen aus der höhern Geometrie; die Methodns indivisibiifum blieb 
bis zur Einführung des Algorithmus der höheren Analysis das einzige 



bus libfis susiulissemj nisi indignum facinus mihi ipsum fuisset, nota ha^c 
g^ameiriae veluti mysteria sapienlissimis dbscondere viris, ut his fundamenüfi 
quibus tot conclusionum ab aliis quoque ostemarum verilaies adeo mire eon- 
coräanif alicujus indinstria melius forte concinnaiis^ Attjftisce nodt exoptaM 
Ulis dissoMionem aliquando praestare possint. Interim quoMseunque mea 
fAeril illiu9 ienlala dissolutio, ipsum tarnen in praesenli librö novis o^ 
äenuo elratis fandamentie , quibus ea omnia , quae indimsibilium melhodo i* 
antecedenlibus Hbrie Jam oslema snnl, alia raiione ab infiniktHs esempta een- 
oeplu comprobanlury onrninö e medio tollendum eese censui. Aus der Vorrede 
zum siebenten Buche. 



-^ 27 - 

Miitel besonders zur Bestimauog des Inhalls kdrperltcher RSmoe, nd 
aus dem Folgeodei wird sich ergeben» wie mächtig sie zur Entded^uDg 
der Differential- und Iniegrairecbnung mitgewirkt hat. Deshalb mitse 
die MeUiodns tndivi$ibilium Caialeri's als Epoche machend in der Ge* 
schichte der Entstehung der bOheren Analysis betrachtet werden« 



Gavaleri's Verfahren in der ursprünglichen Gestalt wurde nur von 
den italischen Mathematikern aufgenommen, und Torricelli (1608 bis 
1647) der berühmte Schüler Galiläi's, fand mit Hülfe desselben den 
Flächeninhalt der Cycloide dreimal so gross, als den des erzeugenden 
Kreises. Die gleichzeitigen französischen Mathematiker Fermat, Ro<» 
beryal waren bereits, bcTor Cavaleri's Methoius indivmbilium erschieni 
im Besitz eigenthümlicher Methoden, welclie sie sich durch ein sorg« 
faltiges Studium der Geometer des Alterthums, besonders aus Archimed^S 
Schriften, gebildet hatten; beide waren in den Geist der alten Geometrie 
üef eingedrungen, und ihre Schriften zeigen zum Theil einen Abglanz 
jener mathematischen Evidenz, wovon die Werke der griechischen Geo* 
meter ein unübertreffliches Muster für alle Zeiten darbieten. Das Be- 
streben jedoch, ihren Methoden die möglidiste Allgemeinheit zu vevleibexi» 
nöthigte sie, in ihren Untersuchungen über Quadraturen und Cubatwen 
den rein geometrischen Gang der griechiscben Geometer, den man bis-« 
her noch im Aligemeinen inae gehalten halte, zu verlassen und nach dem 
Vorgange Vieta's*) die räumlichen Grössen der Geometrie durch Zahlen 
und allgemeine Zeichen auszudrücken***) Wenn dadurch der Gang der 
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'*') Vieta's Verdienste in Betreff der innigeren Verbindung der Algebra 
mit der Geometrie hat man stets zu wenig beachtet; ihm muss als Vorgänger 
von Descartes, welcher die ersten Schritte Viela's weiter v^rfolgie und in 
eio System brachte, eine weit höhere Stelle in der Geschichte der mathema- 
tischen Wiqsenschalten angewiesen weniea, als bisher geschehen ist. Ins- 
besondere darf hier nicht unerwälmt bleiben, dass Vieta zuerst nach dem 
Beispiel von Ärchimed's Quadratur der Parabel die Fläche des Kreises durch 
eine unendliche Reihe auszudrQcksn versuchte« Vietae op. «f. Sehoeten. p, 400. 

*^) Quid faurmt^i a Umto vfr# (Permst) incüalu$9 Laborati, alque 
in auxilium infinita nostra advocaviy taqm 4mn pwiium m ad iwmeros wtmM* 
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UntersuchuDgen wesentlich erleichtert, die Beweisfdhrang yereinfacbt, das 
so grell hervortretende Heterogene in der Methode Cavaleri's künstlich 
verschleiert wurde, so darf auf der andern Seite nicht unbemerkt blei- 
ben, dass durch diese Anwendung der Arithmetik auf die Raumgrössen 
die Geometrie die von den Geometern des Alterthums so sorgfältig ge- 
wahrte Reinheit der Form verlor, dass man im Verfolgen der Rechnung 
die ursprünglich gegebenen räumlichen Grössen unbeachtet liess und 
allmählich so den unbestimmten Begriffen des Unendlichen und Unend- 
lichkleinen in geometrischen Untersuchungen Eingang und gewissermassen 
Berechtigung verschaffte. — 

Fermat's*) Schriften beweisen, mit welcher Vorliebe und mit 
wie grosser Gründlichkeit er die Heisterwerke der griechischen Mathe- 
matiker studirt hat; auf dieser Grundlage schwang er sich zu der Höhe 
empor, auf welcher wir ihn noch gegenwärtig bewundern. In seinen 
Untersuchungen über Quadraturen nahm sich Fermat Archimed's Qua- 
dratur der Parabel zum Musler**); ebenso wie letzterer durch die Be- 
stimmung der Abnahme der nach und nach im parabolischen Segmeot 
eingeschriebenen Dreiecke rücksichtlich des Dreiecks von gleicher Grund- 
linie und Höhe mit dem Segment auf eine geometrische Progression kam, 
deren Summe er fand, auf demselben Wege gelangte auch Fermat zur 
Quadratur der Parabeln und Hyperbeln höherer Ordnungen. Er legte 
hierbei folgendes Theorem zu Grunde: Wenn die Glieder einer geo- 
metrischen Progression ins Unendliche abnehmen, so verhält sich das 
grösste Glied der Progression zu allen übrigen, wie die Difi'erenz der 
Glieder zu dem kleinsten. Ist (Fig. 3) FND eine hyperbolische Curve, 
die in Bezug auf die Asymptoten ÄC, AS durch die Relation iiP : AG^ 



Animadverli enim ei paräbolarum plana ad sua parallelogramma , et earun- 
dem solida ad 8uo$ q^lindrosy et spatia helicum ad suos circulos felicüer 
comparari posse, si innolescerei in numeris ratio summae poteslatum omnium 
ejusdem generiSy ordine atque indefinite sumptarum , ad earum maximam toties 
sumptam; idque in omni genere poteslatum. Aus Robervars Schreiben an 
Torhcelli. Ueber dasselbe siehe weiter unten. 

*) Geb. 1590, Pariamen tsrath zu Toulouse, gest. 1663. 

**) Vergl. die Abhandlung: De aequalionum localium transfcrmatione ei 
rnnendatione etc. FeirmaU op. nia(A..p. 44. 
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Fig. 3. 




=i GB i BJ bestimmt ist, and 
bilden Aß, AH, ÄO u. s. w. die 
Glieder einer geometrisdien Pro- 
gression, so verbalten sich die 
Parallelogramme 6J, BN, OP 
u. s. w. wie AB : AG — die Theil- 
punkte 6, B, o. s. w« können 
einander so nahe genommen 
werden > dass die gemischtlinige Figur GEBJ dem Parallelogramm aus EG 
und GB gleich wird, was sich „per circumscriptiones et inscriptiones 
Archimeäeas" beweisen lässt — folglich wird nach dem obigen Theorem 
die Differenz GB zu dem kleinsten Gliede AG sich verhalten, wie das 
Parallelogramm GJ=s GE . GB zu allen übrigen Parallelogrammen. Es 
ist aber GB : AG = GE . GB :GE . AG, daher GS:GB zu allen übrigen 
Parallelogrammen, wie GB.GBiGE .AG, d.h. GE.GA gleich allen an^ 
dern Parallelogrammen. — Auf ganz ähnliche Weise verfahrt Fermat bei 
der Quadratur der Parabeln: er theilt die Axe in Abschnitte, die sidi 
wie die Glieder einer geometrischen Progression verhalten, errichtet in 
den Theilpunkten Senkrechte, betrachtet die zwischen je zwei Senkrechten 
liegenden Flächen als Parallelogramme und ermittelt deren VerhSltniss 
zu dem Parallelogramm, das mit der Parabelfläche gleiche Grundlinie und 
Höhe hat. — Es ist nicht zu verkennen, dass ebenso wie das von Fer- 
mat zu Grunde gelegte Theorem, auch das Fundament des Verfahrens 
wesentlich arithmetisch ist. Die Fortschritte, die seit dem Wiederaufle- 
ben der Wissenschaften die Algebra gemacht, und die wichtigen Ent-« 
deckungen, mit welchen Fermat selbst die Zahlenlehre bereichert hatte, 
bewirkten, dass in der Behandlung geometrischer Probleme ein dem frü- 
heren entgegengesetzter Weg eingeschlagen wurde: man untersuchte die 
Gleichungen , ohne Rucksicht darauf zu nehmen, welche geometrische Be^ 
deutung denselben beizulegen sei, und übertrug die gewonnenen Resultate 
auf räumliche Grössen. Wenn es nun auch auf diese Weise gelang, all- 
gemeinere Verfahruiigsweisen herzustellen, als bisher möglich gewesen 
war, und die Quadratur . ganzer Gruppen von Curven zu bewirken, so 
blieb man dodi noch weit entfernt, eine durchgreifend allgemeine Methode 
aufzustellen» 
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ftob«rvBl*) WUT diireb eine von Mersenne jbm vorgelegte Auf- 
gabe über die Cyclaide, deren Auflösung er nicht finden konnte, Teran- 
lae^t worden, auf die Schriften der griechischen Geometer zurückzugieben. 
Durch ein tiefes Studium der Schriften Arcbimed's bildete er si^h eine 
eigene Kethode, durch die er 4ie Probleme Fermat's über die jQuadratur 
der Parabeln und flyperbeln höherer Ordnungen zu lösen vermochte^*). 
Roberval nannte seine Methode ebenfalls „for les indivisible$** ^ und er 
hai eine besondere Abhandlung; Traiti d€$ indivisibleSy verfasst. In die- 
ser letztern sowohl , als in jenem Schreiben an TorricelU erklärt er sich 
über das Wesen derselben sehr bestimmt. Po.tir tirer dßs coifdusioM 
far U mögen des indivisibles , heiast es zu Anfapig des Tratte 4es mii- 
vüihles , il faut suj^oßer que toute ligne, eoit droite ou caurbe , sß feut 
diviser m une infiniti de parties ou petita Ugnes toutee igales entr'elkh 
ou qui suivent entr*elles teile progreseion jpie l'o^ voudra, fo^me M 
quarri d quarre, de cube d cube, de quarri- quarre (i quarre- quarre, w 
Selon quelqu'autre puissance- Or d'autant que toute ligne se termine fear 
des points, au Heu de lignes .on se servirß de ppints; et puis ßu Ueu de 
dire que toutes les petites lignes sont d teile chose en certaine raison, on 
dira qiie tous ces paints sont d teile cAoae .en la dite raison. Dasselbe 
gilt von Flächen und Körpern. Roberval sohliesst mit der foJgenjden all- 
.gemeinen Betrachtung: Par tout ce discours an peut compre^dre q^eja 
multitude infinie de points se prend pour une infinite de petites lignes, et 



*) Professor der Ma^thematik zu Paris, geb. 1602, g^t. 1675. Sein 
eigentlicher Name ist Personier; den Nanien Roberval nahm er von seioem 
Geburtsort Boberval, einem Dorfe in der Diöcese von Bauvais, an und 
schrieb sich Personier de Roberval. 

**) Seinen Bildungsgang erzählt Roberval selbst in einem langen Sehrei- 
ben an Torricelli , das f8r die gleichzeitige Geschichte der mathematischeB 
Wissenschaften von der höchsten Wichtigkeit ist. Interea, sagt er darin, cm 
meeum ipse saepius cogitarem, qua polissimum ratione posum in suavi&simae 
Matheseos adita penelrare, stalui divinum Ärchimedem, quem fere unum initr 
aniiquos gcomelros suscipio, allentius considerare, ex qua consideralione 
sublimem illam et nunquam satis laudatam infiniti doctrinam mihi comparavi» 
— Dieses Schreiben Robervsirs an Torricelli befindet sieh, wie alle «eine 
'übrigen Sehriflen, in: Dimers (kwrages de moithdmaiique et de ph^eique par 
Mesiieurs de VAcad^ie royale des sciences. Paris 1693. Tom, ,/,; 
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cMpose la ligne auiire. Vuifmti de Kgnes reptüBnie VinfmUi de pe*^ 
Utes superficies qui eempcsetu Im superficie iotsle. Vinfiniti de super-* 
ftdee repriseme Vinfimii de peüts soUdes f»i eomposeim etkiemhh k se*- 
lide total. — Durch die folgenden Stellen, die ebenralls aus dem TnniU 
des fudivisibies enü^hitt sind, wird nanienllidi die Mvihode ilober?ars 
cbarakteriairt : Le grand triligise (ein y«n der Concboide begnanztes Drei* 
eck) est dimse (seien les mdivisibtes) en secteurs senMubUs infitUs qui 
ressemblent mx triangi^, mais per les inäimtibles neue les premms 
p0ur secteurs» Desgleichen b<^rsst es an einem andern Orte: J'otte par 
les indivisibles la pörtion de la Ugne, eette portion estasd tme et $er^ 
nUnit, ne deminue ruH 4tms l'infim {car tont ce gm est fim et icnntiNf 
ecinme 1,2, 3, 4 ef iünt de nomhres termiuez qu'on noudru, n'augme»^ 
ny ne diminue rien dtms hs infims). Ebenso schrerbt Rotrerval an F^* 
mat (Fesiniat. ap. math. p. 140): St je me trempe forty si je n'ai re»^ 
contre ie mime moyen p$e vous, me äervant des lignes paralleles ü Vase 
tt des porUons de ces lignes , prises entre les parabeies (es ist von Pa- 
rabeln 4i^ Rede) et la ligne gut touiAe les mdmes parabohs par le «om- 
met, lesgueUes poftions se smveni en la raison de Vordre naturel des 
twnUnres ^artis ou des nombres cubes ete. — In dem s^horn mehr er- 
wähnten Schreiben an TorriceUi spricht Raberval auch vber den Untw- 
schted> der zwischen seiner und der Methode Cavaleri's stattfindet: Est 
mter Cnvülerii methodum et nostram exigua guaedam differentia; ilk 
emm wjusvis superfieiä indivisibtiia seeimdum infiniias MneaSy soltdt 
4tutem inüvisibilia seeunium infinitas superficies eonsiderat. — Nostra 
autem msthodns, st non omnia, certe hoc cavet, ne keterogenea eomfa« 
rare videaturt nos enim in finita nostra seu indimsibilia sie eonsideramus* 
lÄneam faidemtüf/igftam si ex infimtis seu indefinitisnumero lincis con'^ 
stet, superficiem ex infinitis seu indefinitis numero superficisbus, soUdum 
ex solidis, angtUum es anguUs , nusnemm indefimtum ex unitniibus inde^ 
finitis: immo \plmO' planum es piano -planis numero indefinitis componi 
eoncepimus, atgue ita de altioribus; singula enim suas habent utilitates. 
Dum autem speciem aliquam in sua infinita resolvimus, aequalitatem 
guandam, vel certe notam aliquam progressionem inter partium altitudi^ 
nes out latitu^nes fere semper observamus. — Roberval bestrebte ^i 
seine Methode mohr im das Weoen der alten Geouielrie aozaschliesaeiii 
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ab Fermat; er will auch das Wort „unendlich*' ?erbannt wissen*). Sein 
rein geometrisches Verrahren, Tangenten an krumme Linien za zieben« 
von dem weiter unten die Rede sein wird, bietet einen weitem Belag für 
diese Behauptung. 

In innigster Berührung mit Fermat und Roberval stand Pascal 
(1623 bis 1662)» der gleichralls eine eigene Methode zur Behandlung der 
Probleme aus der höheren Geometrie sich schuf, indem er das Princip 
der Methode Cayaleri's beibehielt und das mit der Wissenschaft Unverein- 
bare durch eine schärfere Auffassung des Wesens dieser Methode deutete. 
Am ausfuhrlichsten spricht Pascal selbst über seine Methode in dem 
Schreiben, welches er unter dem angenommenen Namen Dettonville an 
Herrn de Carcavi richtete (Oeuvres de Pascal. Tom. F. p. 246): J'ai 
voulu faire cet avertissement , pour montrer que tout ce qni est denwitre 
par les veritables regles des Indivisibles, se demontrera a%issi d la rigueur 
et d la maniere des Anciens; et qu'ainsi l'une de ces methodes ne diffm 
de l'autre quen la maniere de parier: ee qui ne peut blesser les per- 
sonnes raisonnahles , quand on les a tine fois averties de ce qu'on enteni 
par ^ Id. Et c'est pourqnoi je ne ferai .aucune difficulte dans la mit 
d'user de ce langage des Indivisibles, la somme des lignes, <m la 
somme des plans; et ainsi quand je considererai^ par exemple, U 
diametre d'un demi-cercle divise en un nombre indifini de parties egaks 
aux points Z, d'oü soient menees les ordonnies ZM, je ne ferai aucune 
difficulte d'user de cette eaöpression', la somme des prdonnees, ^i 
semble ne pas 4tre geometrique d ceux qui n'entendent pas la doctrim 
des Indivisibles, et qui s'imaginent que c'est pecher contre la Giometrie^ 
que d'exprimer un plan par un nonJ>re indefini de Ugnes ; ce qui m 
vient gtie de leur manque d'intelligence , puisqu'on n'entend autre chose 
par-ld sinon la somme d'un nombre indefini de rectangles faits de chü- 
que ordonnee avec chacune des petites portions egales du diametre, dant 
la somme est certainement un plan, qui ne differe de Vespace du, dem- 
cercle qtie d'une quantiti moindre qu'aucune donnie. — Besonders ist 



*) Inventa, schreibt Roberval an Torricelli, infiniti doclrina {liceat aä- 
huc €0 nomine uli in hac epislola; posihae dbsit) eaque pro ten^^e tatis 
probe enBeultay ego ad iangenies eurvarum animum .appHcui eto* 
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noch heryorzubeben , dass Pascal mit dieser 'Methode die Untersuchungen 
über Summationen von Reiben, die er mit Hülfe seines arilbmetiscben 
Dreiecks angestellt hatte, in Verbindung zu setzen wusste; er bahnte da- 
durch den Weg an, welchen Wallis in der Arithmetica Infinitorum 
mit grossem Gluck» weiter verfolgte*) und welchen auch Newton vor 
der Entdeckung dtfr Fluxionsrechnung mit bedeutendem Erfolg betrat. 
Namentlich aber ispdas offene Geständniss Leibnizens hervorzuheben, dass 
das Studium des oben erwähnten Pascal'schen Schreibens an Carcavi ihn 
in der Erkenntniss der höheren Analysis wesentlich gefördert habe**). 
Demnach sind die Schriften PascaFs für die Entwickelung des Princips 
der höheren Analysis von der höchsten Bedeutung; wie nahe er selbst 
demselben kam und zu welcher Höhe der Betrachtung er sich erhob, er- 
hellt am schönsten aus der Bemerkung, mit welcher er die Abhandlung: 
Potestatum Nufnerieanim summa {Oeuvr. de Pascal, Tom. F. p. 122) 
schliesst: Haec obtter notavi, reltqua factli negotio pefietrantur , eo po- 
sito ptineipio, in continua qnantitale, quotlibet quantitate9 
cujusvis generis quantitati supertoris generis additas, 
nihil et supe.raddere, Sicpuncta lineis, lineae superficiehusj superficies 
soltdis, nihil adjiciunt : sm ut numericis, in numerico tractatu, verhis utar, 
radices guadratis, quadrata cutis, cubi quadrato - quadratis etc- nihil ap^ 
ponnnt, Quare, inferiores gradus nullius valoris existentes, non con~ 
siderandi sunt. Haec, quae Indivisihilium studiosis familiaria sunt, 
suhjungere placuit, ut tmnquam satis mirata connexio, qua ea etiam quae 
remotissima videntur, in unum addicat unitatis amatrix natura y ex hoc 
tsemplo prodeat, in quo quantitatis continuae dimensionem cum 
numericarum p otestatum summa conjunctam contemplari licet. 
Fermat, Roberval, Pascal haben gleichzeitig zur Erkenntniss des 



*) Es ist jedoch zu bemerken , dass Wallis , ohne von Pascal's Schrilt 
über das arithmetische Dreieck etwas zu wissen , auf seine in der Arühmeliea 
Infinitorum niedergelegte Methode gekommen ist, denn Pascal's Schrirt wurde 
erst nach seinem Tode im Jahre 1662 vollständig gedruckt unter seinen Pa- 
pieren aufgefunden. Vergl. PascaPs Leben in der ersten Ausgabe von Bos* 
sm's Geschichte der Mathematik, deutsch. Uebcrs. S. 463. 

**) Vergl. die von mir herausgegebene Schrift: Historia et origo calculi 
differentialis a O. 0, Leibnitio concripta. Bann. 1846, S. 8. 
G9rhardt, Ino^fif. 3 
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Wesens der höheren Analysis mächtig beigetragen: sie alle drei, gebildet 
^urch ein sorgfältiges Studium der Meisterwerke der griechischen Mathe- 
matiker, verstanden die Methoden der Neueren mit den strengen Forde- 
rungen der Geometrie des Alterlhums zu vereinen und gelangten so zu 
jenen glänzenden Entdeckungen in fast allen Gebieten der mathematischen 
Wissenschaften, durch die ihre Namen unsterblich geworden sind. •— 

Bisher waren die Geometer in den UntersuchuKen über Quadra- 
turen und Cubaturen im Allgemeinen von der Betrachtung der geome- 
trischen Figur ausgegangen und hatten die arithmetische Behandlung der 
Probleme dadurch gewissermassen zu verdecken gesucht — Wallis 
(Professor der Geometrie zu Oxford, geb. 1606, gest. 1703) schlug den 
entgegengesetzten Weg ein. In seiner Arithmetica Infinilorum, Oxon. 
1655 untersucht er zuerst das Yerhältniss, welches zwischen der Summe 
einer gegebenen Reihe von Zahlen und der grossten derselben stattfindet, 
und bringt alsdann das gewonnene Resultat auf geometrische Grössen 
zur Anwendung. Durch Induction und Analogie, zwei Hülfsmittel, von 
welchen Wallis sehr geschickt den ausgedehntesten Gebrauch zu machen 
verstand y wurde es ihm möglich, alles das, was bisher durch Summation 
von Reihen im Einzelnen erreicht worden war, in Zusammenhang zu 
l2.ringea und gewissermassen systematisch zu behandeln. Er beginnt mit 
der Bestimmung des Verhältnisses, welches zwischen der Summe einer 
beliebigen Anzahl Glieder der naturlichen Zahlenreihe zu der Summe aus 
ebenso vielen Zahlen, die sämmtllch dem grossten Gliede Jener Reihe 
gleich sind, stattfindet und erweitert diese Untersuchung auf die Reihen 
der Quadrate, Cubikzahlen u. s. w. bis zur sechsten Potenz. Durch eine 
glückliche Analogie geleitet betrachtet Wallis Ausdrücke von der Form 

— , /*a beziehungsweise als gleich mit a""*", a**) und so vermochte er 

die Summen der den obigen reciproken Reihen, so wie diejenigen^ deren 
Glieder von Quadrat-, Cubik wurzeln u. s. w. gebildet werden, zu bestim- 
men. Fermat, Roberval und nach ihnen Cavaleri hatten gefunden, dass 



^^ « «I 



*) Die wirkliche EinffihruDg der Bezeichnung, dass — =: a"**, 

\a=ia^y verdanken wir Newton. Vergl. den ersten Brief Newton's an 
Leibniz (Leibnizens mathematische Schriften, Berlin 1849, Theil 1, S, 101^. 
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wenn die Ordinalen einer Curve sich verhalten wie die Potenzen der 
Abscissen (die Exponenten der Potenzen als ganze positive Zahlen voraua- 

1 



gesetzt), der Ausdruck 



, in welchem m den Exponenten der Potenz 



m + 1 

bezeichnet, das Verhältniss zwischen der Curve und einer geradlinigen 
Figur von gleichei; Grundlinie und Höhe darstellt; Wallis zeigt vermöge 
der oben erwähnten Summationen, dass derselbe Ausdruck auch gilt« 
wenn die Exponenten negativ oder gebrochen sind. 

Um Wallis' Verfahren durch ein Beispiel zu erläutern, soll des 
Vergleichs wegen die Quadratur der Parabel nach seiner Weise hier aus- 
fuhrlich betrachtet werden (Arith. Infinit prop. XIX — XXIII). Nachdeni 

0+1=1 3 1.1 



er gezeigt, dass j-^^^_^= - = J+V 



+ 1+4 = 5 _ 1 1 
4 + 4 + 4 = 12 3 "^12' 



+ l+4 + 9 = 14_ 7 11 
9 + 9 +9 + 9 «36 ^ 18 "" 3 "^18' 



+ 1 + 4 + 9 + 16 = 30 
16 + 16 + 16+16 + 16 = 80 

+ 1+4 + 9 + 16 + 25 = 55 



8 ■"24'" 3 "^24' 25 + 25 + 25+25 + 25 + 25 = 150 



30 3 ^ 



^^r u. s. w., woraus er wegen der continuirlichen Abnahme von -^, 



30 



6 ' 12' 



■zt:<, ;rri ^r;; u. s. w. allgemein folgert, dass die Summe einer beliebigen 
18 24 30 

Anzahl von Quadratzahlen (0 nicht ausgeschlossen) zu einer Summe, die 



Fig. 4. 




aus gleichvielen, der grössten Quadralzahl gleichen 
Summanden besteht, sich wie 1:3 verhält, so 
macht er die Anwendung dieses Resultats auf 
die Quadratur der Parabel folgcndermassen : ÄDO 
(Fig. 4) sei die Parabel, Ä deren Scheitel, AD 
der Durchmesser, DT ein Parallelogramm auf der 
Basis DO und von gleicher Höhe mit der Para- 
bel. Alle Linien DO sind parallel der Basis, 
desgleichen alle OT parallel dem Durchmesser 
AD. Da sich nun nach der Eigenschaft der Pa- 
rabel die Linien AD = OT sich verhalten wie 
5Ö*=Tr* , so wird die ganze Figur AOT ^die 
aus unzähligen Qraden OT bestehti die sich vein* 

5» 
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Iialten, wie die Quadrate yon AT) zu dem gleich hohen Parallelogramm 

TD (das aus ebenso vielen Geraden besteht, die sämmtlich der grössten 

OT gleich sind) sich verhalten wie 1:3, folglich die Parabelfläcbe zum 

Parallelogramm wie 2:3. — 

Das Ziel, welches Wallis bei diesen Untersuchungen zu erreichen 

strebte, war, einen Ausdruck für den Inhalt des Kreises zu finden} er 

wandle sich deshalb zunächst zur Betrachtung von Reihen, deren Glieder 

aus zweitheiligen Ausdrucken von der Form (aaHbo^o;)*, (aa:t^x)V 

(oadb^*^)' U.S.W, gebildet sind, und fand, dass der Inhalt der durch 

solche Reihen dargestellten Fläcbenräume beziehungsweise durch die Aus- 

/ps 2 (ifljr' x^ 

drQcke o;, aaxi_—; a*j:± — - — ±— u. s. w. ausgedrückt werde. Da 

3 «* 5 

aber die Ordinate des Kreises, dessen Radius a, dem Ausdrucke V^a — xx 

gleich ist, so nahm Wallis seine Zuflucht zur Interpolation} er sehloss, 

dass so wie der Ausdruck V^a — o^o; zwischen {aa — xxf und {aa — sx)^ 

fällt, ebenso auch der Ausdruck für den durch die Reibe von Grössen 

, a?» 

yoa — xs dargestellten Flächenraum zwischen x und aax — — fallen 

müsse, und gelangte auf diese Weise zu dem nach ihm benannten Aus- 
drucke für die Fläche des Kreises. — Im Allgemeinen ist zu bemerken^ 
dass von Wallis in der Anwendung der arithmetisch gewonnenen Resul- 
tate auf geometrische Grössen die Methode Cavaleri*s unverändert zu 
Grunde gelegt wurde; nur das ist hervorzuheben, dass besonders die 
calculatorische Seite der bisherigen Bestrebungen durch ihn eine bedeu- 
tende Ausbildung erhielt und dass man nach seinem Vorgange sich ge- 
wöhnte, die Reihen selbstsländig ohne allen Bezug auf ihre Anwendung 
in der Geometrie zu behandeln. 

Die Untersuchungen von Wallis erhielten ihren Abschluss durch die 
Quadratur der Hyperbel, welche Nicolas Mercator (ein Holsteiner von 
Geburt, daher vielleicht sein eigentlicher Name Kramer oder Kaufmann) 
in seiner logarithmotechnia, Lond, 1668 bekannt machte. Derselbe fand 
nämlich, dass wenn die Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel als 

Coordinatenaxen angenommen werden, jede Ordinate y = ist. Er 

1 "T~ X 

dividirte nun den Zähler dieses Bruchs durch den Nenner und erhielt so 



.•*.- 
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den Wertb der Ordinate durch eine unendliche Reihe ausgedröckt; 
sämmtliche Ordinalen aber bestimmten nach Wallis' Summalionsmethode 
die Fläche zwischen der Cunre und den Asymptoten ; durch Addition aller 
für die einzelnen Ordinalen erhaltenen Reihen ergab sich demnach ein 
Ausdruck für die Fläche zwischen der Curve und den Asymptoten und 
zwar in Form einer unendlichen Reihe. — Bisher hatte man sich be- 
gnügt, nach dem Vorgange Archimed's die krummlinig begränzten Flä« 
chenräume mit geradlinigen zu vergleichen; die Bestimmung des Inhalts 
der gleichseitigen Hyperbel durch Mercator ist demnach die erste abso- 
lute Quadratur. Sie machte deshalb allgemeines Aufsehen} Leibniz und 
Newton schätzten sie sehr hoch. 

Bevor noch die Ärithmetica Infinitortim erschien, hatte der nieder- 
ländische Mathematiker Gregorius a St. Vincentio (geb. zu Brügge 
1584, gest. zu Gent 1667) ein umfangreiches Werk: Opus geometricum 
quadratnrae eirculi et sectionum coni decem librts comprehensum , Ant- 
werp. 1647 > herausgegeben, in welchem er als £ndziel seiner Unter- 
suchungen mehrere Wege zur Ermittelung der geometrischen Quadratur 
des Kreises lehrt.*) Schwerlich ist je für dieses vergebliche Unterneh- 
men mehr Scharfsinn und grössere Arbeit aufgewandt worden, als von 
dem genannten Schriftsteller geschehen; daher ist denn aber auch sein 
Werk trotz des verfehlten Zieles eine wahre Fundgrube der schönsten 
geometrischen Wahrheiten geworden. Nicht nur gedenken die bedeutend- 
sten unter den gleichzeitigen Mathematikern, wie Hugens« Leibniz, 
desselben lobend, auch in neuester Zeit haben Geometer ersten Ranges 
eindringlich darauf aufmerksam gemacht, wie unverdient dieses grosse 
Werk so ganz der Vergessenheit anheim gefallen sei.**) — In der Vor- 



*) Eine Inhaltsangabe des genannten Werkes findet sich in Kflstner's 
Geschichte der Mathematik, Theil 3. S. 231 ff. 

**) Chasles Geschichte der Geometrie, deutsch von Sohncke, S. 87 f. 
Daselbst wird erwähnt, dass Leibniz durch die Betrachtung der Figuren in 
dem Werke des Gregorius auf sein dififerentiales Dreieck (das Leibnizische 
iriangulum characlerislicum) geführt sein könnte. Ich habe das Exemplar der 
Rönigh Bibliothek zu Hannover, welches Leibniz besass und in dem er an 
mehreren Stellen Anmerkungen beigeschrieben hat, genau durchgesehen, ohne 
jedoch die geringste Andeutung in dieser Hinsicht zu finden. Auch aus den 
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rede enihU Gregorius, dass er nach mehreren yergehlieheB Veraueben 
darauf gekommen aei, durch Cubirung von Körpern, deren Durcbacbnitte 
Kreisebenen oder Kreissegmente bilden, zur Quadratur dea Kreises zu 
gelangen. Da ihm die damals gebräuchlichen Cubirungsmethoden fftr sei- 
nen Zweck nicht genügten, so erdachle er ein eigenthumliches Verfahren, 
durch Bewegung einer Ebene auf einer andern die Körper zu erzeugen, 
wodurch er zugleich ein Mittel gewann, den erzeugten Körper mit einem 
andern, dessen cubischer Inhalt bekannt war, vergleichen zu können. 
JEr nannte deshalb sein Verfahren „ duchu plani in planum.'' Im Uebri- 
geq darf nicht unerwähnt bleiben, dass Gregorius alles, was er in sei- 
nem Werke vorträgt , durchgängig streng geometrisch im Sinne der alten 
Geometrie behandelt, und dass er bei der Quadratur der Kegelschnitte 
auf ähnliche Weise verfährt, wie die Geometer des Altertbums. — 

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Methoden, Tangenten 
»n krumme Linien zu ziehen, die grössten und kleinsten Werthe der 
Drdinaten zu bestimmen u. s. w., welche zum Verständniss der Differen- 
tialrechnung und zu ihrer Verbreitung so wesentlich beigetragen haben. 

Wenn Lagrange sagt*), dass die Geometer des Altertbums zum 
Behuf der Construction der Tangente« als allgemeines Princip zu Grunde 
gelegt hätten, dass die Tangente eine gerade Linie sei, die mit der 
Curve nur einen Punkt gemein habe, so dass keine andere gerade Linie 
durch diesen Punkt zwischen der Curve und Tangente gezogen werden 
könne, so ist diese Behauptung dahin zu beschränken, dass nur Euklid 
auf diese Weise die Tangente des Kreises bestimmt bat. Archimedes 
und Apollo nius fassen die Tangente als eine gerade Linie, weicht 
einen Punkt mit der Curve geroein hat, sonst aber ganz ausserhalb der- 
selben liegt; sie setzen die Tangente zur Subtangente in Beziehung, so 
dass durch die letztere jene gefunden werden kann: ein Verfahren , das 
von Format, Eugens, de Sluze zur Bestinimung der Tangente mit 
grossem Erfolge angewandt worden ist. 

Leibnizisqhen Maouscripten ergiebt sich nichts, was für diese AnDahme sprSch«, 
Uebrjgens ist möglich, dass Leibniz noch ein anderes Werk des Gregorius: 
Curvilineorum amoenior corUemplalio nee nan examen cireuli quadraiurae^ 
iiUdd. 1654. besessen, nach dem ich. jedoch vei;gebens gesucht habe. 
*) Th^die des fouciions anal^iq%i€8^ Edilp nquv. p, 19&» 
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Erst in neuerer Zeit, in der ersten Hälfte des 17. Jahrhunderte, 
versuchten fast gleichzeitig Roberva], Descartes, Fermat eine all- 
gemeine Auflösung des Tangenteuproblems. Es ist schon oben bemerkt 
worden, dass in den Untersuchungen RobervaTs über Quadraturen ein 
Abdruck des tiefen Studiums der Geometrie des Alterthums gefunden 
wird ; derselbe Geist weht auch in seiner Tangentenroethode. Nachdem 
nämlich dieser ausgezeichnete Geometer bei der mechanischen Beschrei- 
bung der Gydoide sich überzeugt hatte, dass jede krumme Linie durch 
die Bewegung eines nach zwei oder mehreren Richtungen angetriebenen 
Punktes beschrieben werden könne und dass die Richtung dieses Punktes 
in jedem Augenblick zugleich auch die Tangente für den entsprechenden 
Curv^punkt sei, knüpft er an dieses Axiom die folgende allgemeine Re- 
gel zur Bestimmung der Tangenten*): Man untersuche imit Hülfe der 
gegebenen specifischen Eigenschaften der Curve die verschiedenen Bewe- 
gungen, welche der die Gurre beschreibende Punkt an der Stelle hat, 
wo die Tangente gezogen werden soll; alle diese Bewegungen setze Haan 
in eine einzige zusammen, ziehe die Richtungslinie der zusammengesetz- 
ten Bewegung, so wird diese die Tangente der krummen Linie für den 
in Rede stehenden Punkt sein. Roberval war zwar von der Allgemein- 
heit dieses Princips völlig überzeugt**); er ist jedoch den Beweis dessel- 



*) Inventa infinUi doctHna, ego ad langentes curvarum animum appli^ 
cuL Ae primuni vi analyseos melhodum quandam reper^, quae eliamsi longe 
posUa universalis esse deprehensa sU, lamen recens invenla lalis non appa^ 
ruil: quaerebam vero universalem et parliculares melhodos (ut adhuc) ubique 
dedignabar. Äl Irochoides (cycloides) noslrae occasionem dederunt, cur ad 
moluum composilionem respicerem. Occasio lalis fuil ac proposilionem uni-- 
versalem langentivm inde deduclam vulgavimus circa annum 1636. Aus dem 
Briefe Kobervars an Torricelli. — Die Ahhandlung, in der Roberval lieine 
Tangentenmetlode lehrt > bat den Titel: Observalions sur la composilion des 
mouvemens et sur le moyen de Irouver les louchanles des lignes courbes. Sie 
findet sich in den Divers Ouvrages de MalhemaL et de Physique par Mesnefirs 
de VÄcadhn,ie royale des seiences* Paris 1693^^ Tom. L 

**) J7oc lamen eos (posler os) monebo, doclrinam de moluum cthKkpüsi" 
Itone adeo universalem esse, ul nee analysi sola coercealur, nee adjuncla 
infittilorum dociHna, cum rationalibus el irralionalibus , neque logarühmis 
quantüa^Hmi; quippe haec omnia moius eomprekendil, non ab ipsii eampre- 
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ben ftcholdig geblieben, and er Temiodite es audi nur auf die K^el- 
achniUe mit Klarheit aDzawenden, indem fQr diese Gurren die relativen 
Geschwindigkeiten des die Cnrve beschreibenden Punktes unmittelbar ge- 
geben sind. Weniger gelang ihm die Darstelinng der Tangenten der übri- 
gen damals bekannten Cunren, so dass die Herausgeber seiner Schriften 
über die Verwirrung und Undeutlicbkeit in der Construction der Tangen- 
ten der Quadratrix, Conchoide u. s. w. laute Klagen fuhren. — Rober- 
▼al's Tangentenmetbode verdient gewiss alle Aufmerksamkeit, wenn man 
bedenkt, dass er zuerst die Behandlung eines geometrischen Problems in 
grdsster Allgemeinheit unternahm und zwar nur mit Hülfe solcher Prin- 
cipien, deren Anwendung und Gültigkeit in der Geometrie durch die Geo- 
meter des Alterthums geheiligt war. Obgleich schon Archimedes bei der 
Construction der Spirale und Cavaleri zur Erzeugung der Körper und 
Flächen von der Bewegung Gebrauch gemacht hatten, so wird dadurch 
doch keineswegs Robenrars Verdienst geschmälert; denn der erstere Fall 
ist ein einzeln stehender und hatte keine weitern Folgen, während von 
- Cavaleri die Bewegung in einem ganz andern Sinne angewandt wird. 
Dass Roberval über die Entstehung der Curven und über die Entdeckung 
ihrer Eigenschaften , welche in damaliger Zeil mit so grosser Vorliebe be- 
bandelt wurden, mittelst der Bewegung eine neue Bahn brach, sichert 
ihm eine ausgezeichnete Stelle in der Geschichte der Geometrie. — 

Dadurch dass Descartes (1596 bis 1650) in ausgedehnterem 
Masse, als bisher geschehen, die Algebra in der Geometrie zur Anwen- 
dung brachte, gewann die letztere eine wesentlich neue Gestalt; es wurde 
nun möglich, die Eigenschaften der Curven durch allgemeine Formeln 
auszudrücken und diejenigen, deren Charakter übereinslimmend war, ge- 
meinsam zu behandeln. Das erste allgemeine Problem und von Descar- 
tes selbst als seine schönste und wichtigste Erfindung geschätzt^ war 
ein Verfahren, die Tangenten der einfachen Curven zu finden*). Die 



hendüur; hine IcUissimit patet exereitationibus mathemalicis campus idemqui 
plut quam $olidu$. Ans dem letzten Gorollarium zu der Abhandlung de Tro- 
choide* 

*) Nee verehor dicere, problema hoe non modo eorum, quae seio, uii- 
liiiimum et generalistimum esse, sed etiam eorum, quae in geometria scire 
wnquam desideraverim. Cartes. GeomeU lib. IL p. 40. ed. Schoeien. 
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Bemerkang nämlicb; dass wenn eine einfache Curve von einem Kreise 
in zwei Punkten gescbnitten wird, bei dem allmäbligen Zusammenfallen 
dieser beiden Punkte der Kreis die krumme Linie nur in einem Punkte 
berührt, mitbin die Tangente des Kreises in diesem Punkte zugleich auch 
die der Curve ist, genügte ibm, sie als Princip eines Verfahrens, Tan- 
genten an krumme Linien zu ziehen, aufzustellen. Die Mangelhaftigkeit 
und geringe Anwendbarkeit desselben ist jedoch leicht einzusehen. 

Von bei weitem grösserer Bedeutung für die Entwickelnng des Prin- 
dps der höheren Änalysis sind Fermat's analytisch -geometrische Unter- 
suchungen. Die Grundlage derselben bildet seine berühmte Methode zur 
Bestimmung der Maxima und Minima*). Dm eine genaue Darstellung 
des Wesens derselben zu geben, betrachten wir eine einfach gekrümmte 
Curve, bei welcher unmittelbar zu erkennen ist, dass die Ordinate y 
desjenigen Punktes, in welchem die Curve vom Wachsen zum Abnehmen 
fortgeht, die grösste in Bezug auf die zunächststehenden ist. Dieser Or- 
dinate wird, wie jeder andern, ein Werlh zukommen, der sich aus der 
charakteristischen Gleichung der Curve ergiebt und der im Allgemeinen 
eine Funktion der Abscisse x sein wird. Setzt man darin j: + « für x, 
wo e eine sehr kleine Grösse bezeichnet, so wird dieser letztere Aus- 
druck für y dem ersteren beinahe gleich sein **). In der so erhaltenen 
Gleichung unterdrückte Fermat die beiden Seiten gemeinschaftlichen Glie- 
der, dividirte, um die Glieder der Gleichung homogen zu machen, durch 
die Grösse e so oft als möglich und liess die übrigbleibenden mit « noch 
behafteten Glieder weg als unendlichklein in Bezug auf die andern Grös- 
sen der Gleichung. Aus dem, was nun noch übrig war, erhielt er den 
Werth des Maximums. Es sei z. B. eine gegebene gerade Linie B so zu 
theilen , dass das Rechteck aus ihren beiden Theilen ein Maximum werde. 
Angenommen, die Aufgabe wäre gelöst und der eine Theil der gegebenen 
Linie = Ä, mithin der andere = JB — A, so wird das Rechteck (B — A) A 
das verlangte Maximum sein. — Zur weiteren Bestimmung von A für 



*) FermaL op, var. math, p. 62 sqq. 

**) Fermat gebraucht bier das Wort adaequare^ der Gleichheit nahe 
kommen, und beruft sich auf Diophant*s (tU loquüur Diophanlus) Methode 
der Annäherung oder der Beioahegleichheit. Vergl. Nesselmann, die Al- 
gebra der Griechen. Berlin 1843. S. 401. 
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den Fall des Maximums substitiiirt nun Fermat Ä + e fftr Ä^ und gewinnt, 
ii\dem er die beiden Ausdrücke (B — A) i, {B — (A + e)) (i 4- a) 
gleichseUl, die Gleichung 

iJ»— il»=ilÄ + aÄ — i^— 2i« — a* 
d. h. 0= «Ä— 2ie— a* 
oder =r B — 2i — a» 
mithin = JB — 2i 
woraus ^A =: i, 
d. h. {B — A)A wird ein Maximum sein , wenn A die HUfte der gege- 
benen Linie B ist. 

Die aligemeine Gültigkeit der Methode in solchen einfadien Beispie- 
len, wie das vorhergehende« ist nicht zu verkennen; jedoch ist leicht zu 
sehen, dass, um mit Hülfe dieses Verfahrens in scliwierigeren Fällen 
z. B. über das Maximum einer Cnrve zu entscheiden, noch andere Kunst- 
griffe nöthig sind. Zuerst wird eine ohngefdhre Kenntniss des Maximums 
vorausgesetzt; alsdann wird aber noch eine besondere Discussion der 
Curve erfordert, um zu entscheiden, ob der gefundene Werth ein abso- 
lutes Maximum ist. Ferner entscheidet Fermal's Methode nicht, ob der 
gefundene Werth ein Maximum oder Minimum ist, was ebenfalls noch be- 
sonders aus der Natur der Curve ersehen werden muss. 

Auf der eben betrachteten Methode ai disqnirendam maximam et 
minimam beruht Fermat*s Verfahren, Tangenten an krumme Linien zu 
ziehen. Da Fermat hierbei nicht von der allgemeinen Definition der Tan- 
gente ausgeht, sondern voraussetzt, dass die Tangente jedesmal die Axe 
der Curve schneidet, so wird es möglich, durch die Subtangente die 



Fig. 5. 




Tangente zu bestimmen« Es sei z. B. 
BDN (Fig. 5.) eine Parabel, an welche 
im Punkte B eine Tangente gesogen 
werden soll. Fermat nimmt an, dass 
sie den Durchmesser der Curve im 
Punkte B schneidet, und sucht nun 
darzuthun, dass CE die erforderliche 
Eigenschaft als Subtangente der Parabel 
hat Zu diesem Ende zieht er ausser 
der Ordinate BC des Borahmngsfiunk« 
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tes B uooh eine Senkrechte OJ von einem Punkte der Tangente in der 
Mhe des Punktee B auf die Axe; nun ist CD : DJ >"SC« fÖJ* mit- 
hin auch > CE^ : 75*. Diese Verhältnisse werden sich jedoch der 
Gleichheit nähern, je weniger der Punkt von B entfernt ist, d.h. W^ 
wird mit CB* oder, was dasselbe ist, 77* mit <^* zusammenfallen, wenn 
die Abscisse CD in die um eine unendlich kleine Grösse CJ verminderte 
Abscisse JD öbergehL Ist nun CD =» d, CB:=x. a, CJ =^ e, so wird JD 
= d— e und 75* ;;= (a — e)*, folglich {d—e)a^ = dia—e)^, aus 
welcher Gleichung sich a = 2d als richtiger Werth der Subtangente der 
Parabel ergiebt. Die Tangente des Punktes B schneidet als die Axe der 
Curve E und ist durch diese beiden Punkte bestimmt. 

Dass diese Tangentenmethode Fermat*s nicht allgemein und auf jeden 
Fall anwendbar ist, erhellt schon daraus, dass sie nicht von dem allge- 
meinen Begriff der Tangente ausgeht, sondern voraussetzt, dass die 
Tangente die Axe der Curve schneidet. Dessenohngeachtet haben bis auf 
die neueste Zeit dieCoryphäen der französischen Mathematiker, Laplace, 
Lagrange, Fourier, Arago, dieselbe mit der durchaus allgemeinen, 
welche die Differentialrechnung bietet, in Parallele zu stellen gesucht, und 
Fermat als den eigentlichen Erfinder (premier inveiUeur) der Differential-- 
rechnung betrachtet wissen wollen. Prüft man aber die ürtheile dieser 
ausgezeichneten Männer, so ergiebt sich merkwürdiger Weise, dass sie 
zugleich auch die Gründe enthalten, weshalb eben Fermat die Ehre der 
Erfindung durchaus abgesprochen werden muss. Laplace sagt*}: On 
voity yu'il (Fermat) savait itendre sa methode a%ix fonclions irrationelles, 
tn se debarrassant des irrationalites , par Velevation des radicanx aux 
ptissances'y und Lagrange**): /{ (Fermat) fait disparaitre dans utte 
a{tt(Uioit hs radieaux et les fractions s'il y en a: genug, um lu er* 
sehen, dass Fermat's Methode sich an die Sdiwierigkeiten stösst, welche 
die Differentialrechnung mit einem Schlage überwindet. Wurzelgrössen 
aod Brüche sind für die Differenlialrecfinung kein Hinderniss, dagegen 
muss Fermat, um sein Verfahren anwenden zu können, sie entweder ver- 
meiden oder auf künstlichem Wege durch Operationen des niedern Cal- 



*) TraiU d^s probiOfiläes , mO^odtic«. p. JLB. 
^^) Legons sur le calcul des foncUons p. 321. 
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culs wegschaffen. Hiena kommt noch, dass Fermafs Verfahren' tjedes 
durchgreifenden Algorithmus entbehrt und in den einzeln hingesteUten Bei- 
spielen mehr als Funken eines grossen, scharfsinnigen Talents erscheiDt, 
als eine allgemein begründete Theorie*). 

Keppler hatte die unendlich kleinen Grössen in die Geometrie des 
Alterthums eingeführt; dasselbe geschah durch Fermat in Bezug auf die 
Geometrie des Descartes. Man hat dies als sein Torzflglichstes Verdienst 
gepriesen; indess wird gewöhnlich dabei übersehen^ dass die unendlich 
kleine Grösse nur das Mittel, gewissermassen der Algorithmus seiner 
Methode ist. Das eigentliche Fundament der Methode Fermat's bildet der 
Begriff der Gränze, den er aus den Schriften der Geometer des Alter- 
thums entlehnte, und es ist namentlich ein Zeichen seiner eminenten 
Geisteskraft, dass er diesen Begriff mit der Geometrie des Descartes zu 
Terbinden rerstand. 

Rügens (1625 bis 1695) und de Sluze (Canonicus zu Löttich, 
1623 bis 1685) versuchten die Regeln Fermat's zu erweitern und zu be- 
weisen} ohne aber auf das Princip derselben nüher einzugehen, haben 
sie nur Anweisungen gegeben, wie man aus der gegebenen Gleichung so- 
gleich das verlangte Resultat erhalten könne, ohne Substitution von x + e 
för X**). Desgleichen hat Hudde (1640 bis 1704) eine Regel zur Be- 
stimmung der Tangenten und der Maxima und Minima gegeben, welche 
dasselbe in Bezug auf die Methode des Descartes bezweckte***). 



*) Vergl. hierbei Newton' s Leben von Brewster, übers, von 
Brandes und Goldberg S. 150, und Chasles* Geschichte der Geome- 
trie, Übers, von Sohncke S. 59, wo Poisson's weniger parteiisches Ur- 
theil angeführt wird. Auch Genty in seiner Preisschrifl: De rinftuenee de 
Fermat sur la g^ometrie de son iemps^ OrUant 1780, hat ein bestimmteres 
Urtheii über Fermat's Verdienste gefallt; desgleichen Bossut (Hisloir. det 
malhemal, ed. tiouv. Tom. I, p« 302.). 

**) Die betreffenden Abhandlungen von Rügens finden sich, in : Divert 
Ouvrages de malh^mat. et de physiq. par MM. de tÄcadimie roy. des scienc 
1693. Tom, I. p. 327 sqq.; die von de Sluze in: Transactions phüos. an. 
1672 lind 1673 p. 6059 und p. 5143. 

***) Hudden. epist. seeund. ad Schooten in €arte$. Oeom. ed. Schooten 
p. 507 sqq. 
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Die Reihe der Versuche in Betreff einer allgemeinen Lösung des 
Tangentenproblems vor der Bekanntmachung der Differentialrechnung durch 
Leibniz bescbliesst die Methode, welche Isaac Barrow*) (1630 bis 
1677) in seinen Lectiombus geometricis, Londin. 1672, gegeben haU Um 
das Wesen derselben zu rerstehen, ist es nothig, darauf zurückzugehen, 
wie Barrow die geometrischen Grössen, namentlich Curven, entstehen 
lässt. Cavaleri dachte sich die Ebenen und Körper, um zu ihrer Qua- 
dratur und Cubatur zu gelangen, durch Bewegung erzeugt ; Barrow, durch- 
drungen von der Zuverlässigkeit der Methode Cavaleri's **), welche er ge- 
gen die Angriffe Tacquet's vertheidigt (LecL IL p. 21) bildet die Cur- 
ven durch die Bewegung eines nach zwei oder mehreren Richtungen an« 
getriebenen Punktes***) und versucht dadurch, dass er die Richtung und 
die Geschwindigkeit der Bewegung in Betracht zieht, die Eigenschaften 
der Curven zu ermitteln f). Deshalb handelt er auch in seinen ersten 
Torlesungen mit grosser Ausführlichkeit über die verschiedenen Arten der 
Bewegung, über das gegenseitige Verhältniss von Geschwindigkeit und 
Zeit und über ihre Anwendung zur Erzeugung geometrischer Grössen, na- 
mentlich von Curven. In der vierten Vorlesung definirt Barrow den Be- 
griff der Tangente folgendermassen : Wenn die Geschwindigkeit eines 



*) Professor der Malhemalik an der Universiläl Cambridge, Newlon's 
Lehrer und Freund, zu dessen Gunsten er im Jahre 1G69 auf seinen Lelir* 
sluhl verzieh lele. 



Caeterum praetermiUenda non est animadvertio quaedam perquam 
ulilis H necessaria circa modum Superficierum et Solidorum hoc modo resul- 
tantium dimensiones invesligandi juxla melhodum indivUibilium ^ omnium eX" 
peditissimam, el modo rile ahhibeatur haud minvs cerlam et infallibüem, 
Leci. IL 



^) Omnis in uno piano conslUula linea proereari potesl e motu paral^ 
lelo rectae lineae el puncli in ea, omnis superficies e motu parallelo plani el 
lineae in eo (lineae scilicet alicujas e reclis modo jam insinualo molibus pro- 
genilae) consequenter el linea quaevis eliam in curva superficie designata 
rertis molibus effici polest. Lecl. IIL 

t) PropoM*(«ffi est nobis e eompoiitione moiuum emergentes linearum 
affeetümes indagare ae expwtere. AnfaDg von LhU IV* 
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Punkt«» i, wdeher Aine Cunre beschreibt, 

Flg. 6. ' 

IQ irgend eioem Carvenpunkt M der Ge- 
schwindigkeit gleich ist, mit wdeher ein 
Punkt T eine Gerade TP in der Zeit PM 
oder ÄC gleidif5riDig durchläuft (oder wena 
die Gesdiwindigkeit des die Curve bescfarei- 
benden Punktes in M sich verhalt za der 
Gesdiwindigkeit des von T nach P sich be« 
wegenden Punktes T wie TP zu PM) so wird die .Gerade TM die 
Curve im Punkte M berühren. Es ist leicht zu sehen, dass die auf 
diese Bestimmung gegründete Methode nicht allgemein sein kann und für 
jede einzelne Curve besondere Kunstgriffe verlangt, da die Tangente von 
der eigentbümlichen Bewegung des die Curve beschreibenden Punktes ab- 
hängig gemacht wird. Dadurch jedoch, dass Barrow von dieser Auffas- 
sung der Tangente ausging, wurde er auf die Betrachtung des Dreiecks 
geführt, das von der Tangente, der Subtangente und der Ordinate des 
Berührungspunktes gebildet wird, und da er, getreu den Vorsteliungea 
Keppler's und Cavaleri's, einen unendlich kleinen Curventheil als eine 
gerade Linie annahm*), so dass also die Tangente mit einem i^olchen 
Curvenstücke zusammenfiel, erhielt er das später sogenannte differentiale 
Dreieck (auch triangulum characteristicum genannt) zwischen einem solchen 
Curvenstücke, der Abscisse und Ordinate des Berührungspunktes, welches 
dem aus der Tangente, Sublangente und Ordinate des Berührungspunktes 
gebildeten Dreieck ähnlich ist. Auf die Betrachtung dieses unendlich klei- 
nen Dreiecks gründet sich denn auch die algebraisch -geometrische Tan- 
gentenmethode Barrow's, die demnach in dem innigsten Zusammenhang 
mit dem obigen rein geometrischen Verfahren steht. Barrow gieht für 
dieselbe am Schluss der zehnten Vorlesung folgende Regeln: Es seien 



•) SU curva quaevis (vel e reclis angulos efficientibus composita , q^^ 
curvae quoque nomen merito feral; \Archimedes sallem e rectis composilas U- 
nea$ Uli figurarum circulis inscriplarum aut adscriptarum perimelros, xa^i- 
nvXäv YQa^^iov nomine complectilur ; ul et vicissim curvae quaevis lineae 
cmteri posiunl e reelis, innumerii quidem ülif indeßnile parvis^ ad/ocenft- 
hu9 et deineeps iecum Anguhi efficientibus , ceyiflatae} elCw JUcL II. 
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ri^ 7. 




die Geraden AP, PM (von welch«! PM 
die in Rede stehende Curve im Punkte 
M schneidet) der Lage nach gegeben, 
und es möge die Linie MT die Curve 
im Punkte M berühren und in T die 
Gerade AP schneiden. Um nun die Grösse 
der Geraden PT zu finden, nimm das 
4 2 Curvenstück PT unendlich klein , ziehe 
NQ II MP, NR II AP und setze ilfPa m, 
PT = t^ MR =: a, NR Ob e. Alsdann bilde zwischen MR, NR eine Glei- 
chung , aus welcher das Verhältniss von MP und PT sich ergeben wird. 
Hierbei sind folgende Recbnungsregeln zu beobachten: Zuerst werden 
alle Glieder, in denen Potenzen von a oder e oder Produkte aus a und 
e Yorkommen, weggeworfen (ttmim isti termini nihil vaMmnt) desgleichen 
alle Glieder, in welchen weder a, noch e enthalten ist (etenim Uli ter^ 
mim itwfer, ad unam aequationis partem adducli, nihilum adaequabunt) ; 
in der übrigbleibenden Gleichung wird m für a, t für e gesetzt, wodurch 
sich der Werth von PT ergiebt. Quodsi, fügt Barrow noch hinzu, caU 
(üdum ingr$diatur eurvae cuju$fiam inde finita particula, suhstituatur ejus 
loco tangentis particula rite eutnpta vel ei quaevis (o( indefinitam eurvae 
farvitatem) aequipoUens reeta* 

Barrow's Methode unterscheidet sich von der Ferniat*8 wesentlich 
dadurch, dass der erstere jede Curve als ein Polygon von unendlich vie- 
len Seiten und die Tangente der Curve als mit einer solchen Polygon- 
seite zusammenfallend betrachtet} dass er ferner nicht, wie Fermat, zwei 
ungleiche Verhältnisse annimmt, die sich einer bestimmten Gränze nähern» 
sondern aus dem Dreieck zwischen einem unendlich kleinen als Tangente 
angenommenen Curvenslücke, der Ordinate und Abscisse des Berührungs- 
punktes auf das Verhältniss der Ordinate zur Subtangente zurückschliesst. 
Dagegen liegt beiden Methoden die Annahme zu Grunde, dass die Tan- 
gente in jedem Falle die Axe der Curve schneidet, und dass also mit 
Hülfe der Subtangente die Tangente bestimmt wird. Dies sowohl, als 
auch dass die Rechnungsoperationen ebenfalls nur auf ganze rationale 
Funktionen sich unmittelbar anwenden lassen, bildet die theilweise Ueber- 
einstimmung der Metbo4en Barrow's. und Ferniat's, 
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In dem grossen Streite über den ersten Erfinder der Differential- 
rechnung ist Leibniz der Vorwurf gemacht worden , dass er seine Methode, 
Tangenten zu ziehen, an welcher er bekannllick den Mechanismus der 
Differentialrechnung erläuterte, von Barrow entlehnt habe. Ja man ging 
noch weiter; indem man durch eine merkwürdige Verwechselung irrege- 
leitet, Leibnizens Tangentenmethode als das Fundament der Differential- 
rechnung betrachtete, entstand die Meinung, es müsse der Ursprung der 
Differentialrechnung auf Barrow zurückgeführt werden. Leibniz hat aber 
die Unzulässigkeit dieser ziemlich deutlich ausgesprochenen Beschuldigung 
eines Plagiats stets nachgewiesen; in einem Briefe an den Marquis 
de THospital sagt er ausdrücklich*): Je reconnois que M. Barrow 
est alle bim avant, mai9 je puis vous assurer, Monsieur, qu$ je n*ay 
tire aucun secours pour mes methodes; und an einer andern Stdie des- 
selben Schreibens: Comme j'ay reconnu puhliquemmt^ em quoy j'estois 
redevable ä M. Newton, j'en aurois fait aiUani d Vegard de M, Barrow, 
si j*y avois puise. Wir können diese Aussage noch auf eine andere Weise 
erhärten. Wir haben auf der Königlichen Bibliothek in Hannover das 
Exemplar von Barrow's Lectiones geometrieae, welches Leibniz gehörte, 
eingesehen; in demselben hat er zu Anfang der Lect.XI, in der von 
dem umgekehrten Tangentenproblem die Rede ist, bemerkt: Novi dudum; 
desgleichen finden sich auf der zu dieser Vorlesung gehörenden Figuren- 
tafel von seiner Hand mehrere mathematische Formeln, in welchen das 

Integralzeichen in seiner ursprünglichsten Gestalt / vorkommt. Dies 



/ 



kann wohl als Beweis angesehen werden, dass Leibniz erst nach Ent- 
deckung des Algorithmus der höheren Analysis Barrow's Schrift sludirte. 



Das sind die Grundzüge der Theorien und Methoden, welche zur 
Behandlung der Quadraturen und Cubaturen , so wie zur Lösung des Tao- 
gentenproblems vor der Erfindung des Algorithmus der höheren Analysis 
im Gebrauch waren und die zur Entdeckung desselben wesentlich beige- 
tragen haben. Durchmustern wir noch einmal den zurückgelegten Weg, 



•) Leibnizens matb. Schriften Bd. If. S. 259. 260. 
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80 beweist die hier gegebene Entwickelung, dass der Ursprung der hfihe-* 
ren Analysis in dem von den Geometern des griechischen Alterthums , na- 
mentlich von Ärcbimedes aufgestellten Verfahren zur Lösung der Probleme 
der Quadratur und Cubalur gefunden wird. Dies Verfahren, welchem 
der Begriff der Gränze geometrisch gefasst zu Grunde liegt, wurde beim 
Wiederaufleben der mathematischen Studien im 16. und 17. Jahrhundert 
seiner ursprunglichen Strenge nach und nach entkleidet und mit Vorstel- 
lungen vermischt, welche den Anforderungen der Wissenschaft zuwider 

• 

sind« Doch dieser Uebergang war gewissermassen noth wendig, damit 
Cavaleri ein allgemeines, wenn auch nicht immer zuverlässiges Verfah-' 
ren schaffen konnte, das die Entdeckung des Algorithmus der höheren 
Analysis vermittelte. Auf der andern Seite folgte man diesen Abweichung 
gen um so williger, als sie einen äusserst bequemen Weg darboten, 
das gewünschte Resultat zu erhalten, während man die Ueberzeugung 
hatte, dass vorkommende Irrthfimer, zu denen die unsichere Jttethode 
führen konnte, durch eine Prüfung mittelst des vollkommen zuverlässigen 
Archimedeischen Verfahrens gefunden und beseitigt werden konnten; wir 
haben es geflissentlich hervorgehoben, dass den Geometern, welche diese 
leichteren und bequemeren Methoden schufen, dieser Gedanke stets vor- 
schwebte. So kam es, dass man durch eben jene leicht anwendbaren 
Methoden von einer Menge von Resultaten, die gegenwärtig allein durch 
die höhere Analysis gewonnen werden, bereits Kenntniss hatte; es fehlte 
nur noch das Mittel, diese Einzelheiten unter einem Gesichtspunkt zu- 
sammenzufassen: eine gut gewählte, leicht verständliche Bezeichnungsweise« 
Eine solche verdanken wir Leibniz, welcher auf den glücklichen Gedan- 
ken kam , den wörtlichen Ausdruck in dem Cavalerischen Verfahren durch 
ein Zeichen, das Summenzeichen, darzustellen; das Differentiaizeichen er- 
gab sich durch den Gegensatz gewissermassen von selbst. — 

Welcher Nutzen erwächst der Wissenschaft aus dieser historischen 
Entwickelung? — Es wird der Weg gezeigt, auf welchem die sichere Be- 
gründung des Fundaments der höheren Analysis naturgemäss zu suchen 
ist. Man hatte zwar zur Zeit der Entdeckung des Algorithmus der hö- 
heren Analysis den Pfad nicht verloren — das lehrt deutlich die geschicht- 
liche Entwickelung — die Rückkehr zu der lauteren Quelle war aber mit 
zu vielen Schwierigkeiten verknüpft, welche dadurch noch um ein Erheb'- 
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licbea wachsen, dast der Begriff, welcher zur Sicberstelliiiig des Princips 
nölhig war, aus einzeloea geometrischen Theoremen herausgeuommeo, 
dea an ihm haftenden Unwesenüiphen entkleidet und vollkommen allge- 
mein gefasst werden musste, so wie es das in der That ataiinenawerthe 
Gebäude der höheren Anaiysis verlangt. Weder Leibnia^ nodi Newton 
l^ben etwas Genügendes in dieser Hinsicht für ihre Schöpfungen gethan; 
ihre Nachfolger versuchten auf mehrfache Weise diesen Mangel zu er- 
setaen , ohne jedoch den strengen Anforderungen der Wissenschaft gegen- 
lAer Befriedigendes zu leisten. Erst in neuerer 2eit bat map erkannt, 
dass die Theorie der Gränzen das einzige dazu geeignete HitteJ darbietet, 
midi bat die Wissenschaft darauf aufgebaut, Indess sind noch nidit alJs 
Ansi^&cbe zufrieden gestellt; namentlich ist der Einwand erhoben worden, 
ei| sei diese Theorie zu schwierig und zu dunkel, als dass sie von An- 
f&ogern benn Studium der höheren Anaiysis klar und beatimmt gefasst 
werden könnte» Der Wissenschaft gegeaAber verdient deraelbe keine wei- 
tere Berukskhtigung ; eine sorgsamere , mehr methodische Bearbeitung der 
I^bre von deii Grinzen , als ihr bisher zu Theil geworden ist , wird auch 
diese Klippe zu umschiffen und die dunkeln Wölke« zu zerstreuen wissen. 



Die Entdeckung 



des 



Alg^oritlmras der höheren Analyst« 



durch Leibniz* 
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Die EntdeckflDg des Algorithmos der höhereD Analysis doreli 

Leiboizt 



Um die Entdeckung des Algorithmus der höheren Analysis durch 
Leibniz in das rechte Licht zu setzen, ist es nöthig, einen Blick auf den 
gesammten mathematischen Bildungsgang Leibnizens zu werfen.*) 

Leibniz wurde durch logische Untersuchungen zum Studium der 
Mathematik geführt und fasste frühzeitig, von der Evidenz der Wissenschaft 
ergriffen, eine entschiedene Vorliebe für die mathematischen Disciplinen. 
Leider lag das Studium der Mathematik um die Mitte des 17. Jahrhunderts 
auf den Universitäten Deutschlands so darnieder, dass er fast ohne alle 
Anleitung und Unterweisung die Elemente der Wissenschaft aus Büchern, 
wie sie der Zufall ihm in die Hände spielte, sich aneignen musste. So 
geschah es, dass Leibniz Vor seinem Aufenthalt in Paris nur mit den An- 
fangen der Wissenschaft vertraut wurde und ihm die Entdeckungen und 
Erweiterungen, womit im Laufe des 17. Jahrhunderts die berühmten Geo- 
meter Frankreichs, Englands und Italiens die mathematischen Disciplinen 
bereichert hatten, grösstentheils unbekannt blieben; dazu kam, dass er 
damals die Rechtswissenschaft und das Studium der Geschichte als seine 
Lebensaufgaben betrachtete und deshalb die Mathematik nur als eine Neben- 
beschäftigung trieb, ohne besondern Fleiss darauf zu verwenden. Troti 
ihres geringen Umfangs wurden jedoch diese mathematischen Studien für 



*) Vergl. meine Schrift: Die Entdeckung der Differentialrecfaiiüng durch 
Leibmi. HaUe 1848. 
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Leibniz Ton der höchsten Bedeutung, insorern er stets die Verhindung der- 
selben mit logischen Untersuchungen fest im Auge behielt und dadurch 
eine besondere Uebung erlangte, Begriffe durch allgemeine Zeichen auszu- 
drücken. Seine erste mathematisch - philosophische Schrift: De arte com- 
hinatoria, lAfs. 1666, trägt namentlich diesen Charakter, und Leibniz 
selbst hat in der Zeit, als der Streit über den ersten Entdecker der Dif- 
ferentialrechnung entbrannte, wiederholt darauf hingewiesen. Ausserdem 
ist dieser erste Jugendversuch for die Würdigung von Leibnizens Leistun- 
gen auf dem Gd[>iet der mathematiscben Disdplim» nidit nunder deshalb 
von Erheblichkeit, als sich schon darin die Methode ausgeprägt findet, auf 
der alle seine mathematischen Untersuchungen basirt sind, durch eine 
scharfe logische Auffassung die Lösung mathematischer Probleme zu be- 
wirken. 

Für Leibnizens ferneren mathematischen Bildungsgang ist sein Auf- 
enthalt in Paris, wohin er im März des Jahres 1672 abging, Epoche ma- 
chend. Leibniz kam hier zuerst mit Männern in Berührung, die ToUkom- 
men auf der Höhe der Wissenschaft standen und zu ihrer Erweiterung 
selbst beigetragen hatten. Namentlich machte er die Bekanntschaft des 
berühmten Hu gen s, der auf Einladung Ludwig's XIY. seit 1666 als eine 
Bauptzierde der Akademie und höchste mathematische Autorität in Paris 
lebte. Es konnte nicht fehlen, dass derselbe sehr bald das ausserordent- 
liche Talent des jungen aufstrebenden Mannes erkannte, und es bildete sich 
fortan zwischen beiden das Verhältniss des Lehrprs zum Schüler. Hugens 
gab damals fgerade sein ausgezeichnetes Werk: Horologium oscillatorium^ 
heraus, und machte Leibniz ein Exemplar zum Geschenk. Hieraus ersah 
Leibniz, wie sehr er noch Laie in seiner Lieblingswissenschaft war; sein 
Eifer, das bisher Versäumte nachzuholen, entbrannte aufs höchste. In 
ihren wissenschaftlichen Unterhaltungen kamen sie auf die Eigenschaften der 
Zahlen; irielleicbt um das Talent seines neuen Schülers zu prüfen, legte 
ihm Hugens folgendes Problem vor: die Summe einer abnehmenden Reihe 
Ton Brüchen zu finden, deren Zähler sämmtlich = 1, deren Nenner die 
Triangularzahlen sind. Leibniz fand das richtige Resultat, dass nämlich die 
Summe dieser Reihe = 2 ist. 

Leibnizens Umgang mit Hugm» und seine mafliemalischen Studien 
wurden jedoch bald durch eine Reise nach London im Jammr des Mires 
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167S tinMrbrM^^. Ebeü&ö irte in Paris sachte er audi hier die be^ 

T^VB^m IHltmer Englands, die in der Hauptstadt lebten, k«nlien tu 

lernen. Mit Oldenburg, dem Secretfir der Londoner Söcietät, stand 

er ^hon seit dem lahre 1670 in Correspondenz. Bei dem Chenläel- 

Böyle traf er mit dem Madiematiker Pell zusammen. Das Gespräch kam 

auf die Eigenschaften der Zählen und Leibniz erwUmte, däss er mne Me^ 

thede besitze, Zahlreihen mit Hülfe ihrer DiS^enzen zu summiren. Als et* 

sich nfiher darüber aussprach, entgegnete ihm Pell, dass dieses Yerfiihren 

sich schon in einem Buche Mouton's: De diamttrit apparentihm Sött^ 

et lunat, fände. Leibniz hatte dieses Werk bisher nicht gekannt; er lieh 

es sich eilends von Oldenburg, durchlief es und fand zu seiner Genüge 

thuung, namentlich um den Verdacht eines Plagiats von sich abzuwehren, 

dass Mouton auf andere Weise zu demselben Resultat gelangt War, und 

dass seine Methode allgemeine* sei.*) — Durch Pell wurde Leibttife 

auch auf Mercator's Logarithmotechniä, aufinerksam gemacht, beson^ 

ders wegen der darin enthaltenen Quadratur der gleichseitigen Hyperbei» 

und er nahm diese Schrift mit sich nach Paris. Nach seiner RüdL"- 

kehr begann er unter Hugens' Anleitung mit dem lebhaftesten Eiftif dAfe 

Stadium der höheren Mathematä in ihrem ganzen Um&nge von neuM. 

Die Geometrie des Descartes, die er bisher nur sehr Oberfllddioh 

kftnnte, die Synopsis Gtometrica des Honoratus Fabri, die Schrifteft 

des Gregorins a 8. Yincentio, die Briefe Pascal's über dieCydOide 

waren seine Führer. In einem Manuscript vom' August 1678 vtA der 

Ueberschrift: Methodus nova investiganii Tangmtss Untamm eutvarnm 

^ diitis explicatis, vel cimtra Applicatas ex datis pröductis, reduttit, 

Tangemihus, perpenditmlaribus , sstantibus, beginnt Leibniz sogMch mit 

dem Tersudi, ein auf jede Curve anwendbM-es Yerfahren fBr die Bedtfatt" 

mung der Tangimte derselben zu fhiden.**) Er betrachtet <Ue Cüfre aU 



*) Siehe das Schreiben Leibuizens an Oldenburg vom 3. Februar 1678. 
Uibniseos malhematiscbe Schriften Bd. 1. S.24ff. 

**) Quodsi figura Getmetrica non est , sagt Leibniz mit Bezug auf die 
Eiatheilung der Gurten, die Descartes für seite Tangenteamethöde ztt Grunde 
gelegt halte, ii( CyeloU, nü rtfsrt, Iractdbiinr mim ad Getmeltiea^ exefhphnh 
fingendo reetarum cum ewviSj ew quibns fattae lunf, nottm nakis esse eoiH«- 
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ein Polygon tod unoidlidi Tielen Seiten and constniirt schon hier das Ton 
ihm sogenannte triangulum characteristieum iwischen einem un^dlich- 
kleinen Bogen der Cwre, der Difiereni der Ordmaten und Abscissen, das 
dem Dreieck zwischen Tangente, Subtangente und Ordinate des Berührungs- 
punktes ähnlich ist Ebenso wie Descartes will nun Leiboiz -mittelst der 
Subtangente die Tangente finden; & bezeichnet die unendlich kleine Diffe- 
renz der Abscissen mit i, und überzeugt sich an der Parabel, dass sein 
Yeriahren zu einem richtigen Besultat führt, wenn die Glieder der Glei- , 
chungy in welcher die unendlichkleinen Grössen yorkomiuen, ¥emachlassigt 
werden, lieber die Vernachlässigung dieser Glieder scheint jedoch Leibniz 
unsicher zu sein*), und er sucht auf einem andern Wege zur Bestiumiung 
der Subtangente zu gelangen. Tota quaestio est, lauten seme eigenen 
Worte, quomodo ex differetUiis duarum appUeaiarum ipsae inveniri que- 
am afplicatae; er findet, dass die Lösung dieses Problems auf der Sum- 
mation einer Reihe beruht, deren GUeder aus den Differenzen der auf ein- 
and^ folgenden Abscissen bestehen. Gegen Ende des Manuscripts kommt 
Leibniz auf das umgekehrte Problem zu sprechen: Regressus, sagt er, 
an haben possit a Tangemibus aut aliis functiombus ad ordinatasj quae- 
stio est magna. Res est accuraiissime investiganda, per Canones aequa- 
iionum, ut appareat quot tnodis aliquid produd possit ex aUis aequatio- 
nibus, et quaenam postea ex Ulis eligi debeat. Est quaedam ipsius Ana- 
lyseos Änalysis^ sed in qua profecto consistit Apex scientiae humanae, in 
hoc qfUdem genere rerum- — Zuletzt hat Leibniz folgendes Resultat ge- 
wonnen: Duae quaestionesy una de invenienda descriptione curvae ex ejus 
elementiSf altera de invenienda figura ex datis differentiis, altera redigi 
potest in eandem. Eine intelligi potest fere totam doctrinam de methodo 
tangentium inversa revocabilem videri ad quadraturas. Demnach ist Leib- 
niz bereits um die Mitte des Jahres 1673 zu der Erkenntniss gelangt, dass 
das directe und das sogenannte umgekehrte Tangentenproblem in einem 



i 



parationem; nee ideo minus Tangens sive Geometrica sit>e agetmetrica duce- 
tUTf proul figurae nalura palUur. 

*) Seine Worte sind: Non est lulum, ipsius infinite parvi b muUiplos 
(ßicf) ab inUio rejicerej aliaque, fieri.enim palest y ut eorum cum aliis com- 
pensations in alium plane statum veniat aequatio» 
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gewissen Zusammenhange stehen; er ahnt, di^ss das letztere sich auf Qoa« 
draturen (d. h. auf Summationen) zurückfuhren Usst. In einem Manuscript 
Tom October 1674, überschrieben: Sehediasma de Methodo TangerUium 
ineersa ad drcHhim afplicüta^ kommt er darüber zur Gewissheit; o/o, 
sagt er, «a; Methodo TangerUium inversa sequi figurarum omnium qua- 
draturas^ atque ita sdentiam de summis et quadraturis, quod ante a 
nemine ne speratum est quidem^ analyticam reddi posse. 

Nachdem Leibniz also die Identität zwischen dem umgekehrten Tan- 
gentenproblem und der Quadratur 'der Curven erkannt^ wandte er sich 
zur UntersochuDg der Methoden, die man bisher zur Bewirkung von 
Quadraturen aufgestellt hatte, lun i^ielleicht auf diesem Wege zu einer 
allgemeinen Lösung des umgekehrten Tai1gent#nprobIems zu gelangen« 
In einer sehr umfangreichen Abhandlung vom October 1674, überschrie- 
ben: Schediasma de Serierum summis, et seriebus quadratridbus , be- 
trachtet Leibniz zunächst das damals gewöhnlichste Verfahren, durch Sum- 
mation von Reihen Quadraturen zu erhalten. Er gehl von der Reihe 

b 6* 6* 6* 6* 

1 "5' "^T — T'^T — ••••aus und findet folgende allgemeine 

Regeln: ÄppellandOi sind seine Worte, ordinatas ineonstantes x, abtcis- 
sas ineonstantes y , abscissam b maximae ordinatae e, absdssam d mini- 
mae ordinatae ft, fient regulae: 

hhö . (i*Ä jp 

— + _=a;y_^, e— A = w, 

e* w^ 

su> = — — — . 

2 2' 

jfto = jr tn decrescentibt$Sj nam in ascendentibus seu in crescentibus yu):=:ieb — s, 
Variandae, fügt Leibniz hinzu, kae regulae ttonnihil, prout series crescunt 
aut deerescunt; item omitti poterit mentio minimae ordinatae, intelUgendo 
eam semper esse ultimam; w contra ubique inseri etiam potest, ubi ipsa^ 
rum VD mtntio est» Omnes series hactenus inventae per unam es his re- 
gulis habentur, exceptis seriebus potestatum, q;iiae habentur per differen- 
tias exhaustas. In derselben Abhandlung erwähnt Leibniz folgende wahr- 
scheinlich schon früher gefundene allgemeine Lehrsätze: ^^ = ^r=r 
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Fi«, s. (Fig. g) ^*f ßc ^ SW se« SHUHM ofimfHifi M7 «efUtflft 
AZ> ^^ WL sm 9ummat omtiftcm BD «d dfi9f n ; firfUmA 
antem omniwn BD ad hanin est ipsius maximäe BD srnm- 
quoflratwn* Porro manifesium est, sunmam ^umium 
WL esse ipsam maximam BD. — Nachdem L«ibfiiz sidi 
ferner noch fiberzetigt hatte, dass die Methode Descar- 
tes', durch eine Hülfegieichnng mü zwei gkiehen Wur- 
zeln das umgekehrte Tangentenproblem allgemein zu lö- 
sen, nicht ausreiche *) , prüft er in einem Manuseript**), das an den 
Tagen 25. Octob., 26.0ctob., 29;Octob., 1. Novemb. 1675 geschrieben 
ist, die öbrigen Methoden zur Quadratur, und zwar zuerst die mittelst 
der Guldinschen Regel} er findet, dass das Princip derselben darin be- 
steht, dass wenn die Relation einer Figur röcksicfatlich dreier unter ein- 
ander nicht parallelen Drehungsaxen gegeben ist, die Fläche sowohl als 
der Schwerpunkt derselben gefunden werden kann. Darauf erwähnt Leib- 
niz kurz die andern Methoden zur Quadratur: Zerlegung der Figur in 
quadrirbare Theile, Zuruckführung der Quadratur einer gegebenen Figur auf 
eine andere bereits bekannte, und führt alsdann den folgenden schon frü- 
her gefundenen Satz an: Differentiarum momenta ex perpendicutari ad 
axem aequantur complemento sumtnae terminorum, sive: Momenta Ter- 
minorum aeguantur complemento summae snmmarum,, oder in Zeichen: 
omn. xw PI ult. x omn. w — omn> imn. w. Dies ist eine der ersten 
Gleichungen, in welcher Leibniz in der Fortsetzung dieser Untersuchung 
am 29. Octob. 1675 das Summen- oder Integralzeichen zur Anwendung 
bringt. — In dieser Fortsetzung bespricht Leibniz anfangs das Verfahren, 
zu einer analytisch gegebenen Figur eine Quadratrix zu finden , d. h. die 
Quadratur einer gegebenen Cunre auf eine andere ber^ts bekannte »tu- 
rückzuführen. Im Verlauf der Untersuchung kommt er darauf, wie man 
sieh bei der Multiplication solcher Ausdrücke, wie otim.«, onm. y zu 
verhalten habe. Er macht die Annahme — und das ist, wie es scheint, 



*) In einem Manuscript vom Jan. 1675 sagt Leibniz: Ha landem in- 
ani spe inveniendi per duas radices aequales serierum summas et figurarum 
guadraluras sum liberatus, rationemque detexi cur sie ratiocinari non liceat, 
quod me d/u satis vesMi^it. 

**) Siehe Beilage IL 
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der Angdponkt der Eotdeekuiig — einen «oldieii Aiisdrook , wie omn. y, 
ab eine nnendlidlikleine Linie aufzufassen, und dadurch wird es ihm 
iii4gliefa, dergleidien Ausdrücke mit den Seiten des triangulnm cka* 
füctiriBtieum in Beziehung ni setzen. So gewinnt Leibniz den Satz: 

— ^7r"-=^ n omn, omn. / — , wo I die Ordinate der Curve bezeichnet, 

ond stellt damit den schon oben erwähnten : mnTxl pj x . omn. l 
-~ omn. omn. l zusammen. Ohne eich, nun uiher darüber auszusprechen 
~- offenbar aber um die Ausdrücke einfacher und. übersichtlicher zu 
machen und um eine beetiannt herrortretende Bezeichnung zu hab«n — 
fahrt Leibniz das Summen* oder Integralzeichen öin^ mit den Worten: 



ütih erit scrihi / fro omn., ut 11 pro omn. l, id est summa ipsarum l. 



er schon 




^* nt jl \ 
IWSM /ier Y D ffi^ ei 1 sl n a? /z — j jl, und da 
vorher erwfthiit hat, dass wnn. l oder jl eine jede beliebige Grüsse sein 

n "9"» /•^* n "ü"» ^^^ "^^tVLVL a und b 



■ß' " iß 



Constante bezeichnen ' / ir ' Fl T / '• ^^ Recht ruft Leiboiz aua : 
Satis haec nova et notahilia, cum novum genns calculi inducanti Im 
Vorhergehenden hatte er bereits bemerkt: 5t analytke detur/l, dabitur 
^am l; jetzt kommt er auf das Umgekehrte: Datur I, r^atio ad a, 
quaeritur / h Quod fiet jam^ setzt er mit wahrhaft schöpferischem 



rf. 



Geiste hinzu, contrario calculo, scilicet si sit / / Fl 9^ ponemus ' Fl ^> 

nmpe ut I augsbit, ita d minue^ dimensiones, I atirem signifieat sum^ 

mam , d differentiam. Ex dato y semper invenitur ^ sive l sivo difo^ 
tmia ipsorum y. — 
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Dieses „notmm eaJmU gmusy'' die neu gewooneneD Resolute muss^ 
ten aal Leibniz einen tiefen, nachhaltigen Eindruck hinterlassen» und es 
darf nicht befremden, dass er mit Hülfe dieser neuen ^gebnisse einen 
Versuch zur Lösung derjenigen Probleme machte, welche damals als die 
schwierigsten der ganzen Geometrie betrachtet wurden und zu deren Be- 
handlung keine Hülfsmiltel vorhanden waren. Es waren dies die Pro- 
bleme, die gewöhnlich unter dem Namen des umgekehrten Tangenten- 
problems zusammengefasst wurden« In einem Manuscript vom 11. Novem- 
ber 1675 mit de{ Aufschrift: Metkodi tangenüwn inversae esrnnpla*), 
legt Leibniz sich zuerst das folgende Problem vor; diejenige Curve zu 
finden, in welcher die Theile der Axe zwischen Ordinate und Normale 
eines Curvenpunktee den Ordinaten selbst reciprok proportional sind. Er 
findet, dass. die gesuchte Curve die cubische Parabel ist Ueberrascht 
durch das Resultat prüft Leibniz die Richtigkeit desselben rückwärts mit- 
telst der Tangentenmethode de Sl uze's und überzeugt sich so, dass 
seine neue Bezeichnungsweise zu einem richtigen Ziele geführt hat. Hit 
dieser festen Basis geht Leibniz sogleich zu schwierigem Problemen über. 
Da ist es in der That bewunderungswürdig zu sehen, wie Leibniz ledig- 
lich mittelst der Fundamentalbeziehung zwischen Summe und Differenz 
die Lösungen herbeiführt und 'zugleich zu den einfachsten Lehrsätzen der 



Differential- und Integralrechnung gelangt, dass z. B. 



Jydy = I*, 



ydy = d^. Bei der Untersuchung des Problems : die Curve zu finden, bei 

welcher sich die Abschnitte der Axe bis zu den Fusspunkten der Normalen 
wie die Ordinaten verhalten, lässt Leibniz die Abscissen x in arithmetischer 
Progression fortschreiten; er gewinnt dadurch die Vorstellung, dass ix 
eine Constante wird. Hierbei kommt er denn auch darauf — vielleicht durch 
die Annahme der arithmetischen Progression geleitet — für die bisherige 

Bezeichnungsweise des Differentials -r die fortan übliche dx zu setzen. — 

Die ganze Untersuchung bleibt unberührt von der Frage, als was lür 
Grössen und von welcher Beschaffenheit die ds und die dy zu betrachten 



•) Siehe BeUage III. 



— 61 — 

sind.*) Es komint Leibniz nar darauf an, zu erforschen , welche Verände- 
rung mit einem Ausdruck Vorgeht , wenn derselbe einem der Zeichen 



"f 



oder i unterworfen wird. Daher legt er sich auch gegen das Ende der Un- 
tersuchung die Frage vor: Ftdendum an dxiy idem sit quod dxy, et an 

dsD Sß 

— idem quod d—, und er überzeugt sich, dass dxdy etwas anderes ist 

als dxjfy und ebenso dass -r- nicht mit d— gleiche Bedeutung hat. 

Dies ist die Entstehung der Bezeichnungsweise, welcher die höhere 
Analysls ihr Wachslhum und die staunenswerthe VervoUkommnung zu ver- 
danken hat — und der 29. October 1675 der denkwürdige Tag, an dem 
sie ihren Ursprung nahm. Die Wichtigkeit der Sache erfordert, dass 
wir einen Augenblick verweilen, um diesen bedeutungsvollen Moment 
recht zn würdigen. — Durch Keppler's kühne Anschauungen und durch 
die Methodus indivisiHHum Gavaleri's waren Hülfsmitlel geschaffen 
worden, um Probleme aus der höheren Geometrie mit grösserer Leich- 
tigkeit, als bisher, zu behandeln; dazu hatte Wallis in der Artthmetica 
tnfinitOTum gezeigt, wie die durch Vieta und Descartes eingefQhrte 
allgemeine Bezeichnung der räumlichen Grössen zur Untersuchung der 
Quadrataren und Cubaturen gebraucht werden könnte. Hierdurch war 
es gelangen, eine Menge einzelner Resultate zu erzielen, die gegenwärtig 
durch die höhere Analysis gewonnen werden; aber es fehlte ein gemein- 
sames Band, weldies sie alle aus ihrer Isolirtheit befreite und unter einem 
Gesichtspunkt vereinigte. Dies bewirkte die naturgemässe^ so höchst 
glückliche Bezeichnungsweise, die wir Leibniz verdanken, mit einem 
Schlage. Von allen grossen Mathematikern der folgenden Zeit ist einstim- 
mig bekannt worden , dass der Leibnizische Algorithmus die überraschend 
schnellen Fortschritte in der Erweiterung und Anwendung der höheren 
Analysis hervorgerufen und den Ausbaa des wahrhaft grossartigen Gebäu- 



*) Dass Leibniz sie als gewöhnliche Grössen auffasst^ geht aus seiner 

X 

Bemerkung hervor: Idem esi dx ei -j, . id esi diffenniia inter duas x pro- 
xmoi. 
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de9 bewirkt bat, da» au überscbaoen und in aeiAen aimcliiai Theflei 
kennen zu lernen nur dem gelingt, in welchem eminentes Talent mit 
höchster Spannkraft und unermüdlicher Ausdauer vereint sich findet. — 
Es ist nicht zu verkennen, dasa Leibniz» durch seinen glöcklichea Geniua 
geleitet, fast zufällig auf die Einführung des Algorithmus der hüheren 
Analysis kam; andrerseits darf aber auch nicht geläugnet werden, dass 
er, durch frühere Studien dazu ausgerüstet und das Gebiet der Wisseu- 
Schaft überschauend, die Wiahtigkeit der glücklichen Entdeckung « wenn 
auch nicht in ihrem ganzen Umfange, sogleich erkannte und auls ge- 
schickteste zu benutzen wusste. Das aber OMias eia Jeder eSoa zuge- 
stehen, dasa Leibniz bei der Einlühruag seines neuen AlgnrithBHfi durch- 
aus selbstständig, ohne irgend welchen Einfloss von aussen her, verfiähr; 
eine unbefangene Betrachtung seiner Manuscripte n6tbigt dazu« Alle Zwm^ 
fei, jeder Verdacht eines Plagiats wird durch die hier zum ersten Mal in 
Zusammenhang veröffentlicbteii Maniiaoripte beseitigt, und das Gapilel, im 
welchem die Frage über den ersten Entdecker der büberen Analysin bis- 
her erörtert wurde, Terscbwindel fortan aua der Geschichte der mathen»- 
tischen Wissenschaften. Der mehr als buttdor^ihrige Streit über den 
ersten Entdecker der IMff^iluilrechnung tat zu Ende» 

Ebenso bekunden Leibnizens Manosisrif te , woldte in grösster Voll- 
ständigkeit vorbanden sind, aufo deutUidiste, dass er ohne alle Hcemdcn 
Winke, lediglich mit Hülfe seines neuen Algorilhmus die Fundamentalsitze 
der b^^beren Analysis gründen und durebaus selbstständig dar hohen Be- 
deutung seiner neuen Rechnung nach und nach aicdi beimssi worden iai. 
Ig einem Manuscript vem 21:. November 1675*) keaml er bei der Unter- 
suchung eines Problems auf dea Ausdruck für i (jry) und erkennt in ihm 
sofort ein allgemeines, für alle Curven gnltiges Theorem. Zugleich gelingt 
es ihm, aus einer Differeotialgleichitflg das eine Differefüial dsr zu efimi- 
niren, so dass sie nur iy enthält^ und bewirkt ao die Ltonng dea vor- 
gelegten Problems. Da ruft er aua: Ecce ekgantiiiinmnk speeimmf. guo 
problemata Methodi Tangentium inversae solvuntur aut saltem redueuutur 
ad Quadraturas! und fährt einige Zeilen nachher so fort: Quandocunque 



*) Dasselbe ist vollständig abgedruckt in : Die Entdeckung der Differen* 
tiabrechnung durch Leibniz, Beilage III. 
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in vinmlQ relictae (d. h, aoUr dem Difierentialieicben) unm incognün^ 
formula^ 9uut tales» %t incognüa non cQfUimtaiur in irratimdliUU^ mt 
Wimnai9r$, semper ab9oluit solvi pot$st froblmnaf r$ducitur mm ai 
fn§4raiuram, guae e$t m potesiate; idem e$t in nwiinatQvibus <( trra* 
tionalibus stmplicibus. Ät in compositis casus evenire potest, ut ad qua-- 
draturam redeamus, guae nen est in potestate. Sed quidquid sit, quan- 
i9cmque protlema ad quadraturam reduximu9, temper describi potest 
mrva quaesita motu Geometrico, qui exacte in potestate est, nee materia- 
lern mrvam supponit* Demnach hat Leibniz den Zusammenhaog zwischen 
dem umgekehrten Tapgentenproblem und den Quadraturen, der ihm bis- 
her dunkel vorschwebte, deutlich erkannt und bereits einen guten Schritt 
Torwarts in der Behandlung von dergleichen Problemen gemacht. Hierauf 
deatet er offenbar bin, wenn er an Oldenburg schreibt (28. December 
1675): Sed et ad aliud Problema Geometricum, hactenus pene despara-- 
tum, nuper aditum reperi felieem. De jfio pluribus loquar, ubi otium 
irit ahsolvmdi. Baec vero amnia, setzt er hinzu, ubi ita in ordinem 
redegero ut mitti possini, iingulatim tibi spondeo. Bx quibu$ agno^cetis, 
tredo, non tantum soluta a me Problemata, sed et nova methodo (hoc 
mim ego unice aestimo) deteeta esse. 

Nach Verlauf eines halben Jahres ist Leibniz zu der Erkenntnis ge- 
langt, dass auch das directe Tapgentenproblem mittelst seiner neuen 
Rechoung allgemein aufgelöst werden kann. In einem Manuscript vom 
26. Jun. 1676, überschrieben: Nova Methodus Tangentiumj beginnt er 
so: Circa Methodum tamgentium direcktm pariter et univertam multa 
freedara habeo. Cartesii methodus tangentium nititur duabus radiäbus 
aejualibus, nee locum habet, nisi cum omnes quantitates indeterminatae 
cälculum ingredientes explicabiles sunt per unam^ nempe abscissam, Ät 
Vera methodus tangentium generalis est per differentias. Ut scilicet ordi^ 
nctfonon {directarum vel cQnvergentium) quaeratur differesuia* Unde fit» 
ut etiam quantitates alioqui calcuio non subjectae, subjiciuntur caleulo 
ten§eiuiumy modo earum difftrentiae sint cognitae. — 

Eine vorzägliche Gelegenheit bot das de B e a u n e ' sehe Problem *), 



*) Florimend de Baauae gehörte zu den eifrigstem Verekrern Ton 
I^«scartes. Jlr hut lich betondttm dadBrdt eiiei Namea m der Gesehichte 
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die Tragweite der neuen Rechnung zu prQfen und ihre Superiorität ober 
die bisher gebrfiucblichen Methoden zu zeigen. Leibniz löste es ohne 
Schwierigkeit in kürzester Zeit. Zugleich wurde die Untersuchung dieses 
Problems Veranlassung zu einer Erweiterung des bisherigen Gebietes der 



•/t- 



höheren Analysis: Leibniz fand die Bedeutung von 

Dies ist im Allgemeinen der Umfang, welchen die höhere Analysis 
unter Leibnizens Händen während seines Aulenthalts in Paris gewonnen 
hatte. Wenn er auch noch nicht in ihr das wichtige Instrument er- 
kannte, das einen ungeheuren Umschwung in den gesammten mathema- 
tischen Disciplinen zu bewirken bestimmt war, so war er doch Ton der 
Vorzöglichkeit seiner neuen Rechnung vor allen früheren Methoden über- 
zeugt; denn er hatte mit ihrer Hülfe die bis dahin ungelösten Probleme 
bewältigt, und er schrieb ahnungsvoll von Paris aus an Oldenburg (27. 
August 1676): Fateor tarnen nondutn me quicquid in hoc genere deside- 
rari fotest con$Bc/utvm, quanquam maximi tnomenti esse sei am. — Auf 
seiner Rückreise*) nach Deutschland verweilte Leibniz eine Woche in 
London, wo er die persönliche Bekanntschaft von Collins machte, der 
bisher in der Correspondenz zwischen Oldenburg und Leibniz der Kath- 
geber des erstem in Bezug auf mathematische Gegenstände gewesen war. 
Collins hat in einem Briefe an Newton**) Rechenschaft über dieses 
Zusammensein mit Leibniz gegeben; zugleich enthält dieses Schreiben ein 



der Wissenschaft erworben, dass er zur Entstehung des sogenannten umge- 
kehrten Tangenteoproblems Veranlassung gab. De Beaune legte nämlich im 
llplSls^ Jahre 16/H{ Descartes folgende Aufgabe vor: eine krumme Linie der Art zu 
fioden^ dass die Ordinalen sich zur Subtangente verhalten, wie eine gegebene 
Linie zu demjenigen Stücke der Ordinate, welches zwischen der krummen 
Linie und einer unter einem gegebenen Winkel geneigten Linie enthalten ist. 
Die Lösung dieser Aufgabe überstieg die Kräfte der Methode des Descartes > 
indessen wusste er doch einige Eigenschaften der fraglichen krummen Linie 
nebst der Construction derselben anzugeben, ohne aber die Art und Weise, 
wie er dazu gelangt war, bekannt zu machen. — Leibnizens Lösung findet 
sich vollständig abgedruckt in: Die Entdeckung der Differentialrechnung durch 
Leibniz, Beilage VI. 

*) Leibnizens Abreise von Paris erfolgte im October 1676. 

**) Leibnizens mathematische Schrift^y Bd. 1. S. 147 IT. • 
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Brudistück eines Briefes, welchen Leibniz Ton Amsterdam aus, wohin er 
seinen Weg von London genommen, an Oldenburg 18/28. November 1676 
schrieb. Leibniz erwdhnt darin, dass die Tangenlenmeihode de Siuze's 
noch nicht das Vollkommenste wäre, was sidi in dieser Hinsicht errei- 
chen liesse, und setzt alsdann sein Verfahren ziemlich weitläufig ausein- 
ander, jedoch mit sorgfältiger Vermeidung jedes Algorithmus« Er ge- 
denkt audi seines Verkehrs mit Hudde, welcher die mathematischen 
Wissenschaften mit dem ausgezeichnetsten Erfolge trieb > aber manches 
nene Resultat unveröffentlicht in seinen Papieren liegen lassen musste, da 
ihm seine amtliche Stellung — er war einer der Bürgermeister von Am- 
sterdam -^ keine hinreichende Müsse zur Durcharbeitung gewährte. Ohne 
Ruckhalt theilte er jedoch Leibniz seine Untersuoliungen mit und gestai» 
tete ihm Einsicht in seine Manuscripte. Unter andern bewies Hudde, 
dass er eine Tangentenmetbode besässe, deren Anwendbarkeit allgemeiner 
sei, als die de Sluze^s, und dass. er sehr oft den Ausdruck für die 
Tangente und für Quadraturen sogleich hinschreiben könne « ohne zuvor 
Brüche und Wurzelzeichen wegsdiaffen zu müssen '^). Es konnte nicht 
fehlen» dass Leibniz hiordorch veranlasst wurde, sein eigenes mittelst des 
neuen Algorithmus gewonnenes Verfahren zur Gonstruction der Tangenten 
dazu in ParaUeie zu stellen. Das als Beilage IV. mitgetheilte M anuefcript 
mit der Aafsiihrifl: Cak^us tangenUum differeniialts , ist höchst wahr- 
scheinlich dasjenige, welches et fcu diesem Behuf eatwarf, denn es trägt 
das Datum: Ifavemin 1676, und ist mithin entweder zu Amsterdam oder 
auf der Rei^e gesdirieben. Leibniz giebt darin zunächst eine Zusammen- 
stellung Yon.den bisher gowonn^ea Ergebnissen seiner neuen Rechnung» 
und b^oaerkt ausdrücklich , dass sie durchaus allgemein sind ; alsdann ge- 
winnt er die Ueberzeugung, dass sein neues Verfahren zur Gonstruc- 
tion der Tangenten nicht nur dasselbe leiste, als die Tangentenmethode 
de Sluze's» sondern auch auf mehr als zwei Veränderliche ausgedehnt 
werden könne, so dass er also im Stande sei, auch die Berührungsebenen 
krummer Flädiea dadurch zu finden; besonders aber ständen weder 
Bräche noch irraUonde Ausdrücke der unmittelbaren Anwendung dessel- 
ben durchaus nicht entgegen. — Leibniz gelangte gegen Ende des De- 



'^> Siehe: Die Entdeckung der Differentialrechnung durch Leibnit, Beil.VlL 
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eember 1676 in Hannover an. Es darf nieht befreoideii, data €r asf 
lüBgere Zeii, wie es sdieini, die Diflerentialrechnang gam ans den Ao- 
gen verlor; ein v^änderter Wohnsili» ein DeHesAmt, nabmem anderweitig 
seine Aufmerksamkeit in Anspruch. Erst um die Mitte des Jahres 1677 
kommt Leibnix in einem Antwortschreiben an Newton auf die Differen- 
tialrccfanuBg eoruck. Da er aus Newton's brieflicbeo Hitlheilungen. anneh- 
men musste» dass derselbe ebeaMs eine eigenthümlicbe Tangeotenmetbode 
besasse, die vollkommener sei, als die de Sl uze's, so ghnble Leibniz 
eine näiiere Mittheilung über sein Verfahren nickt zurdekbalten z« dürfen, 
und er spricht sich hier über die Differentialrechnung und die mitftdst der- 
gdben gewonnene Bestimmung der Tangenten aum eraten Haie nmständHidi 
aus*). Ausserdem ist dieses Schreiben insofern noch von Widitigkeit, 
ds Leibniz skh darin uher das gesammte Gebiet der fadberen Analysis, 
so weit er es in seiner Gewalt hatte, verbreitet akid die Probleme be- 
seicbnet, die noch zu lösen seien. NamentlLcb legt er auf die Behand- 
lung der sogenannten umgekehrten Tangentenprobleme ein besonderes 
Gewicht, vermeidet jedoch soi^fäliig jede Andeutung ober den Aigorilh- 
mus der Integrairecbnang, wodurch er die Löeimg mdglich machte. -^ 
Es scheint, als habe Leibniz zugleich mit dieser ofeoes Mktbeiluag der 
Pifferedtialreohnung an Newton den Enlschluss gefasst, seine Entdeduing 
der gelehrten Weit bekannt zu machen* Unter seinen Papieren findet 
mh namlieh ein Manuscript vom 11. Juli 1677 mit der ^inllicbrift: M$- 
tMe §4n0f9iU pmtr mentr les tombcnuet des Ltgnes C^wies 4im$ üalmd, 
$t son# rtdmeHm du quanütis irrationMes et rompue***), dae zum Ab- 
druck bestimmt gewesen sein dürfte, da mehrere Ueberarfoeitongen davon 
vorhanden sind. Es ist darin die DiJOTer «itialrechnung in demseü^ Um- 
fange dargtstellt, wie Leibniz sie sieben Jalure später im Jahre 1684 be- 
kannt gemacht hat. Aus welchem Grunde er damals die Ver^ffenUichung 
wieder aufgab, darüber lassen sich nur Vermutfaungen aufstellen« Ausser 
dem, dass Leibniz hierin der Gewohnheit seiner Zeit folgte, imch welcher 
die Mathematiker ihre neuen Methoden geheim hielten, ubi den möglich- 
sten Vorlheil davon zu ziehen, Ifisat sich noch anfuhren, daas er viel- 



*) Leibnizens mathematische Schrift. Bd. 1. S. 154 ff. 
"^^y Siehe Beilage V. 

• • , 1 • « * 
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\ädA beflurclitete , <]iirch die öffentliche Bekanutmachiing der Differential* 
rechnimg den ScUeier, mit welchem er den Algorithmus der Integralrech- 
Bong sorgsam zu Terbällen sidi bemühte , in etwas zu lüfiben; aber dies 
Geheimniss wollte er a»f jede Weise bewahren, denn mit ihrer Hülfe hatte 
er bereits IVdbleme getest, welche die bisherigen Methoden nidit kU be«* 
wältigen vermochten, und er gedachte noch weiter auf diesem Gebiet zu 
den gUtazendsien Entdeckungen zu gelangen und die ruhmrdchst^ Lor- 
bern zu pflücken. 

Nodi bleibt die Frage zu beantworten, warum endbdb nach 7 Jadu*en 
Leibniz sein Stillsdiweigen brach und in der ewig denkwürdigen Abband- 
hing: Nova melboiuM pro mMximis et minimis ttemfue tangetuibus, quae 
nee fradüs nee irrationales quäntitMtes moratur, et singulare pro Ulis 
cdkkli gitms (Act. Srudit. Lips. an* 1684. mens. Oetobr.) die Grund^ 
rage der höheren Analysis bekannt machte > ohne jedoch die Gpanzen zu 
tibersclrdten, welche er sich im Jahre 1677 gesteckt hatte. Derselbe 
Kampf, der dber den ersten Entdecker der Differentialrechnung spater ent«- 
bpsnnte und ihn die letzten Ld»ensjafare verbitterte, drohte bereits auszu« 
Iffeehen, ]»e?or nodi hrgend eme Kunde über die neue Rechnung in die 
Oetmllicfakeil gelangt war: Leibniz muBsle befürchten, dass sein getreuester 
Freund und Stediengenosse wäirend sdnes Aufenthaks in Paris, der Frei- 
herr von Tsohirnhaus*), ebenlalis Anspräche auf die Entdeckung der 
fafifaenm Analjsis machte. Diesem wollte Leibmz zuvorkommen, und er eni- 
scbkiss sieh sem so lange bewahrtes Geheinmiss nicht weiter zurückzu- 
battei. Uaä ober diesen Umstand^ dessen beh^ noch nirgends gedacht 
ist, ein klares Liclrt za^ verbreiten, ist es nethig, auf das Yerhältniss zwi- 
idttn Leibniz md Tschirnhaus mit einiger Ausführlichkeit näher ein*- 
zagehen. 

0er ReeifaeA? Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, um S 
^ahre jüogtr als LeUmk , halite sich nach sorgfältiger Vorbildung, im Jahre 
IM8 nach HoBand begeben, um auf der Universität Leyden seine Studien 
aa Tottendda. Er verweilte dUsetbst bk zum Jal^e 1672, nahm auf einige 
Zeit Kiiegsdtennte gegen die Frioizeaett, kehrte aber nach an^lertbai^lihriger 



*) So sdveibt er salbst meisleoi seinen Namen, zuweilen auch 
Tschirnhauss, 

6» 
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Unterbrechung zu seinen Studien wieder zurück. Es ist nicht za rerkc»- 
nen, dass sich fär Tschimhaus auf der Universität Leyden eine wdt gön- 
stigere Gelegenheit darbot, mit den mathematischen Disdplinen in ihrem 
ganzen Umfange bekannt zu w^den, als für Ldbniz auf den UniyersitateD 
Leipzig und Jena; während hier kaum die Elemente Eukiid's gdebrt 
wurden, lebten und lehrten in Holland die Schüler von Descartes. h 
die Cartesianische Geometrie, die Leibniz vom Jähre 1673 ab in Paris 
durch eigene Anstrengung sich zu eigen machen musste, wurde Tschini- 
haus bereits 5 Jahre früher auf das gründlichste eingeweiht So aosge- 
rüstet trat er in seinem 24. Jahre eine grosse wissenschaftliche Reise an. 
Er ging zunächst nach England und machte daselbst die Bekanntschaft foo 
Wallis, Newton, Collins, Oldenburg. Hior fand er berrits die 
Grundzüge zu seiner Auflösung der Gleichungen, welche er später im Jahre 
1683 in* den Actis Brudit. Lips. veröffentlichte. Von Oldenburg mit 
Empfehlungen an Leibniz versehen, wandte sich Tschirnhaus ün Sep- 
tember 1675*) nach Paris; er wurde sehr bald mit Leibmz auf das in- 
nigste befreundet, denn beide verband dieselbe Vorli^e fiir die matbenia- 
tischen Wissenschaften. Quod TsMmhausittm ad nos mUiUi^ schreib 
Leibniz am 28. Deeember 1675 an Oldenburg, fuiüi pro anuco; multim 
enim ejus consuetudine delector, et ingenium agnosco in Juvme praeda- 
mm magna promittens, invmta mihi ostendit ito» pauea, ÄnalyHca tt 
Geometricaj sane perelegantia. Unde fädle judieo, quid ab eo ex- 
peetari possit- — Die Lribnizischen Bianuscripte aus der zweiten Balile 
des Jahres 1675 tragen zahlreiche Spuren von den gemeinschaftlichen Sta- 
dien beider. Es finden sich von Tschirnhaus' Hand, welche von der 
Leibnizens sehr deutlich zu unterscheiden ist, Figuren gezeichnet , dandJMB 
sind algebraische Operationen ausgeführt, aber es fehlt meistens jede wei- 
tere Notiz über die Bedeutung der Zeiche, und somit lässt sich über das 
Wesen dieser gemeinsamen Studien kein bestimmtes Urtheil fallen. 

Tschirnhaus verliess im November 1676 Paris, um wenige üVo- 
chen später, nachdem Leibniz nach Deutschland zurüekgdiehrt war. Er 
ging durch Frankreich nach Italien, verweilte längere Zeit in Rom und be 



*) Oldenburg's Sehreiben an Letboiz vom 30* September 1675. Lei^ 
nizens mathematische Schriften Bd. 1, S, 82* . . 
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suchte von faio* aas Sicilien und Malta. Von Rom schrieb er seinen ersten 
Brief an Leibniz*); er meldet ihm, dass-er ein Verfahren gefunden habe, 
mittelst dessen alle Curven quadrirt werden könnten und zwar mit grös- 
serer Leichtigkeit, als durch die YA&her bekanntim Methoden. In dnem 
spätem Schreiben setzt Tschimhaus hinzu, dass nach seinem DafiEbrhatten 
diese seine Methode leichter zu fessen sei und der ubKchen math^natischen 
Ausdrucksweise näher stehe, als Leibmzens Verfahren, die Quadraturen 
durch Summationen (d.h. durch Integralrechnung) zu finden; n&vitatem 
in definitiombus voewn, fährt er fort, quantum possum effugio^ hoe 
tnim nihil aliud est quam scientias dif fidles reddere ; weiterhin spricht er 
sogar, offenbar mit Bezug auf die Ton Leibniz eingeführten Summenzeichen, 
von: monstra characterum. Da Leibniz die Neuheit seiner Methode nicht 
anerkennen will, so vergleicht Tschirnhaus, in gereizter Stimmung 
darüber, die neue Rechnung Leibnizens mit Bar row's Methode, durch wel- 
che dieselben Resultate gewonnen würden, ohne besondere Zeichen. — Diese 
von T s ch i r n h a u s aufgestellte Methode zur Quadratur der Curven fallt jedoch 
principiell mit der Methode Cavaleri's oder vielmehr mit der modificirten 
des Gregorius a S. Vincentio zusammen; nur darin scheint Tschim- 
haus einen Schritt weiter gegangen zu sein, dass er die von Descartes 
eingeführte Betrachtungsweise zur Erforschung der Eigenschaften der €ur-< 
ven, auch auf die Bestimmung der Quadratur und Gubatur zur Anwendung 
brachte; ähnlich wie Fermat in seiner Methodus de maximis et minimis 
bedient er sich einer unendlichkleinen Grösse, die er mit bezeichnet — 
Dagegen bemerkt Leibniz mit Recht, dass Tschirnhaus' Methode ebenso 
wie alle übrigen, nicht allgemein, vielmehr des mangelnden Algorithmus 
wegen (calculi defedu) unvollkommen wären; hahent enim, setzt er hinzu, 
aVquid a casu. Ego meihodum per differentias habeo pro perfectissima, 
^jus enim ope omnes curvas quadrahiles in Tabula exhiberi posse certum 
^t demonstrabile est^ quod me Tibi alias dicere memini. Leibniz ist auf 
das vollkommenste überzeugt, dass seine Methode vor allen andem wegen 



*) Im Jahre 1851 wurde die Correspondenz zwischen Leibniz und 
Tschimhaus^ nachdem sie längere Zeit nicht aufgefunden werden konnte, auf 
der Königlichen Bibliothek zu Hannover wieder entdeckt und von Seiten des 
Vorstandes selbiger Bibliothek mit der ausgezeichnetsten Liberalität zu meiner 
Position' gestellt. 
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der TOD ihm eingeführten Be^eiduuingsiveise den Vonug yerdieae; er schreib 
Ende Hai 1678 an Tscbirnbaus: Ego neu iunc tamum, «ed et; i9^nüo$ 
ali&$ modos hab^o obiinet^ ueqMttieHes ietrßgoniisiieas fer eakulum, 
etf^'iia iitae a T$ propositae $utu casus tanium; aUculum autem hunc 
txsfuor per nova quaedam signa mirae cammoittatis^ In^ signis sptctanda 
esl cawimoditas ad inctniendum, quae maxma est, qmtiss rsi naiuram 
iniimam paucis exprinmni et velut pinguni, ita emm mirifics imminmitur 
eogitamU labor* Talia vero sunt signa ^ a ms in caleulo as^uai^mun 
tstragjmistieanm adkibita, quibus problemata sasps difficilldma panm 
Uneis solvo. — £st mihi pro methodo tangentium invsrsa et methods 
tetragonistioa ealculus idem^ eadem signa, B4 his omnibus me pun oUm 
Tibi loqui memmt, sed parum aitendsnti. — 

Bieraits erhellt, dass Tschirnhaus auf das lunfassondste und tie&te 
in Leibnizens Entdeckiwg eingeweiht war. Durch die fortgesetete Gorre- 
spondenz sowohl, als durch wiederholte mündliche Besprechungen, die 
cwi$<^en beiden stattfanden, wenn Tschirnhaus auf seinen Reisen nach 
Paris bei Laibnix in Hannover einkehrte, blieben beide Freunde |uber 
ihre gegenseitigen Studien fortwahrend unterrichtet. Bei solchem innigen 
Yerhältniss konnte es nicht fehlen, dass wenn der eine eine neae Idee 
äusserte, der andere sie aufgrifi, sie weiter ausspaim und oua för sein 
Eigenthum hielt, obwohl sie ihm ursprüagiich nicht angehörte. Entstan- 
den Differeoaen über streitige Punkte, so wurden sie sehr bald wieder 
ausgegliehen , so lange sieh Tschirnhaus auf Reisen befand; dies änderte 
sich jedoch« als der letztere selbst als Schriftsteller auftrat und in den 
Actis Srudit. Ups. seine Studien zu veröfiTenÜichen begann. Leibnis liess 
im Jahre 1684 die Abhandlung: De dimenstonibm Figurarum. inoenirndth 
drucken; Tschirnhaus glaubte auf das darin entwickelle Verfahren eben- 
lalls Ansprüche 2u haben und übersandte an den Bedacteur Mencken 
eine Schrift zur Aufnahme in die Zeitschrift, in welcher er gegen. Leibniz 
seine Rechte geltend machte. Mit Mühe konnte ein tegerlicher Priorität^« 
streit im Entstehen unterdrückt werden. Ein Gleiches durfte Leibniz für 
seine neue Rechnung befürchten; er bescbloss daher mit der Bekannt- 
machung nicht länger zu zögern. 

Unter solchen Verhältnissen trat eine der grossartigsten Schöpfungen 
der neueren Zeit an das Licht der Oeffentlicbkeit, Noch ohedegte i^sibnizi 
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ob tfr »ein gavces GdMUiDfcft eAihaibn , die Einsicht in 4as Prindp sti** 
Der nmitfi Redlkmtig, gfeiftaUen > deA Zugang zur lategrali^eehtang , den er 
bisher 80 «oifsbal Ybrivahrt, drloblieBse*, oder ob er iNir su eiiitr thei*- 
weisen Bekunntmeokling isohreiteii «Aid nur ^o yfel mittheilen seilte, dess 
rMigeüfaÜA iU PrioHcSl der Entdeckung ihm gestöbert blieb. Er Wlhlte 
das Letztere. Wie wir oben gesehen habe«, beabsichtigte L^nie bereits 
im Jibre 1677 sUglei^ mit der atlgeneinen Auflösung des Tangtihiten- 
Problems die Orundsuge der Differekitialreebnung 6fibntlich milxutheilen. 
Diesea Pisa kieoate er jetEt wieder aufnehmen , d^n die allg^nsekie Lö- 
sttog jenes ProUens wer noch immer ntcbt gegeben. Leibniseds Abhted«» 
luog , wslohe der Ausgimgspunkt su einer totalen Umw&liiii% amf dem Ge- 
biet der ttathematiscben Disciplinen werden sollte » ersehien in den Äctü 
Erudit* Lipa* an* 1684« mem. Oetohr. In Uebereinstimuning mit der 
hier entwkkeiten Lage der Sache macht sie den Eindruck, dass.Leibnis 
das reiobe Material, welches ihm tu Gebote stand, geflissentlich Kueam* 
mendrittgt und dadurch eine gewisse Undarehsichtigkeit eu scbaffbn weilss, 
welche das VerstSndaiss der neuen Lehre noth wendig erschweren rausste; 
Namentlich wird jene Ursprünglichkeit in der Darstellung yermisst, weldie 
eine jede ohne Rückhalt mitgetheilte neue Entdeckung begleitet und die 
EJDSieht itt dieselbe wesentlich fördert. Zwar giebt Leibnf^ da^in die 
(Jrandzüge der Differentialrechnung zugleich mit einer Abweisung, wie die 
letztere zur Behandlung geometrischer Probleme angewandt werden könne; 
dagegen vermeidet er auf das sorgfaltigste jede Erwähnung der Litegral* 
recbnung und nur am Scbluss der Abhandlung findet sich eine sehr un- 
bestimmte- Andeutung*}, dass er noch einen kostbaren Schatz vet*^ahre, 
zQ d«m er den Zutritt noch nithf gestiatten will. Hieraus entstand später 
für Leibniz der Nachtheil, dass Johann BernouIIi die Entdeckung der 
hitegralrechnung für sich in Anspruch nahm ; um einen Streit zu vermei- 
den, einigten sich beide dahin, dass die von Job. BernouIIi vorge- 
schlagene Benennung ,ncalculus integralis^* als die allein gältige anzuer- 
kennen, dagegen aber das von Leibniz eingeführte Summen- oder Inte- 

*) Et haee qwidem iniiia suni tanium Geomelriae cujusdam multo iuh- 
Itmtorii, ad difficillima et puleherrima quaeque etiam mistae Matheteos pro- 
^mala pertingenUsy quae sine calculo nostro differentiali aut simili non 
fernere juisqium pari facilitati tractäbit. 
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gralzeicheD an die Stelle des BeraoullisdieD I aÜgemeiii m gebraachen 
sei« — DesgleicbeD ist auch die Stdle, in weldier Leiboiz Hier das 
Priodp seiner neaen Redinang sidi aasspricht*), so dookel gefasst, dass 
sogar die Meinung entstanden ist, als habe er selbst Aber dasFandament 
der bdheren Analysis keine deutlicbe Vorstellnog gehabt. Dm diese irrige 
Ansicht zordckzuweisen und um zugleich einen Ueberhlick zu gewinnen 
über den Umfang, in welchem Leibniz die Grundzäge der höheren Ana- 
lysis um diese Zeit hStte mittheilen können, genügt die Betraditung der 
als Beilage VI. abgedruckten Abhandlung, die offenbar ebenfalls zum Be- 
huf der Bekanntmachung der neuen Rechnung entworfen isU Sdion aus 
der Aufschrift derselben : EUnunta eakuK wnH pro differentHi et Sum- 
ms, tangemibus et quadraturiSj maximit et minimit^ dimetisi&nibu$ It- 
nearum, iuperfiderum, solidorum, aUisque cammunem cahutum transem- 
dentibus, erhellt, dass Leibniz hier unverholen und ohne ROckhalt sein 
ganzes Geheimniss eröfinen will, und Niemand wird läugnen, dass wenn 
Leibniz die Grundznge der höheren Analysis in dieser Fassung zuerst be- 
kannt gemacht hätte, mancher Zweifel ober die Zuverllssigkeit ihres Prin- 
cips nicht entstanden wäre. 



*) Excognüo hoe velui Algorithmo^ ut üa dieam, ealculi hujus, quem 
voco differenlialem , omnes aliae aequaliones differenliales inveniri possutU 
per ealculum communem, maximaeque H mtntmae, ilemque tangenles haben, 
ita ul opus non sil lolli fraclat aal irralionales aut alia vincula, quod tar 
men faciendum fuil seeundum Melhodos haclenus editas. Demonstratio om- 
niwn facilü erit in his rebus versato, et hoe unum haelenus non satU ex- 
pensum eonsideranti ^ ipsas dx, dy^ dfr, dir, ds^ ut ipsarum x, y, v, w, % 
(cujusque in sua serie) differentiis sk>e incrementis, vel deerementis mamen- 
taneis proportionales haberi posse* 



Die Entdeckung 



der Flaxlonsrechmiiig^ 



doreh Newton* 



Die Enkkekiiig der FlaxioKiedNig durek Newton.'^) 



Das überaus reiche und ToUständige Material, welches in Bezug auf 
die Entdeckung des Algorithmus der höheren Analysis durch Leihniz zu 
Gebote steht, fehlt in Betreff der Fluxionsrechnung 3 es Usst sich deshalb 
weder die Art und Weise, noch die Zeit der Entstehung derselben mit 
Sicherheit angeben» Newton selbst hat nur wenig darüber bekannt ge- 
macht, und der grösste Theil seiner nachgelassenen Hanuscripte liegt, 
seitdem er durch Erbschaft Eigenthum einer Familie geworden ist, noch 
unberührt in deren Privatbibliothek (Brewster S. 290). 

Es wird berichtet, dass Newton in den ersten Jahren seines Aufent- 
halts auf der Unirersität Cambridge meistens sich selbst überlassen, in 
dem Studium der Mathematik seinen eigenen Weg gegangen sei. Dem- 
nach ist es leicht erklärlich , dass er zu den Werken griff, welche damals 
in der mathematischen Literatur die 'allgemeine Aufmerksamkeit auf sich 
zogen: zur Geometrie det Descaries und- zü Wallis" AiPithmäHtm m^ 
fimtorum (Brewster S. 11^ Erst in Isaac BarroiRf, der im Jahre 1663 
die Professur der Mathematik übernahm,, gewann er einen Rath^ebei: und 
Freund; denn dass dieser einen, bedeutenden Einfluss auf Nftwtqn's. Sjlu- 
dien gehabt haben muss, erhellt besonders daraus, dass. auch Newton auf 
dieselben mathematischen. Disciplinen., mit welchen Bjarro^ sich TQrzugSr 



*) Als Quellen sind benutzt worden: Neuton. op, ed. go i ^fc y; Nem^' 
ton« i^M9c^^, fd. Ca$iilU<m; Nawton's Leben. im>o Bi:ew8teri, deiitscb von 
Brandes and Goldberg,;, DTfu^Coti'«. aprreqpomtcnce ffiih Coh^-^ by.Edl$»tQn. 



Die £otdMkiiig der FhixioKveellMiig doreli NewtoB.^) 



Das überaus reiche und vollständige Material, welches in Bezug auf 
die Entdeckung des Algorithmus der höheren Analysis durch Leihniz zu 
Gebote steht, fehlt in Betreff der Fluxionsrechnung 3 es lässt sich deshalb 
weder die Art und Weise, noch die Zeit der Entstehung derselben mit 
Sicherheit angeben. Newton selbst hat nur wenig darüber bekannt ge- 
macht, und der grösste Theil seiner nachgelassenen Manuscripte liegt, 
seitdem er durch Erbschaft Eigenthum einer Familie geworden ist, noch 
unberührt in deren Privatbibliothek (Brewster S. 200). 

Es wird berichtet, dass Newton in den ersten Jahren seines Aufent- 
halts auf der Universität Cambridge meistens sich selbst überlassen, in 
dem Studium der Mathematik seinen eigenen Weg gegangen sei. Dem- 
nach ist es leicht erklärlich , dass er zu den Werken griff, welche damals 
in der mathematischen Literatur die 'allgemeine Aufmerksamkeit auf sich 
zogen: zur Ge«metrie det Descartes und- zu Wallis" itfvrYAauliäim« 
finitorum (Brewster S. 11)« Erst in Isaac Barrow, der im Jahre 1663 
die Professur der Mathematik übernahm,, gewapn er einen Rath^ebei: und 
Freund; denn dasa dieser einen, bedeutenden Einfluss auf Nc^wtoji's. Sjlu- 
dieo gehabt haben muss, erhellt besonders daraus, dass. auch Newton auf 
dieselben mathematischen. Disciplinen,, ipit welchen Barrow sich vqrzugsr 



■w"r 



*) Als Quellen sind benatzt worden: Neuton. op, ed» Ea /M ley ; N^^ 
ton. 0Jf^9e^U ed. QuiUUim; N«wton's Lebea v)ii Bj:ewster„ deuucb von 
Brandes und Goldberg^;, i)r#t4?(oti'i, Gprre^(md4nQe tpith Colu^ byEdlulQn. 
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weise beschäftigte, sein Augenmerk richtete. — Barrow war, wie be- 
reits bemerkt worden ist, ein grosser Lobredner der Methode Cavaieri's; 
in den Vorlesungen, die er im Jahre 1665 hielt, nennt er sie „ntin- 
quam satis laudata^ foecundiistma novorum in Geometria repertorum 
mater,*^^) Durch ihn also wurde Newton in dem Studium der Arithme- 
tica infinitorum, in welcher die Cavalerische Methode zur Anwendung 
kommt, bestärkt und ermuntert auf dem von Wallis eingeschlagenen 
Wege fortzuschreiten. Es ist schon hervorgehoben worden, dass durch 
Wallis die Lehre von den Beihen Selbstständigkeit erlangte, so wie auch 
dass er namentlich darauf hinarbeitete, möglichst allgemeine Resultate zu 
erzielen. Nachdem er die Quadraturen RobervaTs und Fermat's 
verallgemeinert, hatte er sich zur Untersuchung derjenigen Curven ge- 
wandt, deren Ordinaten durch eine ganze Potenz eines /weitbeiligen Aus- 
drucks von der Form aa + xx dargestellt werden, und hatte vermittelst 
Interpolation einen Ausdruck für die Fläche des Kreises, dessen Ordinate 
= {aa — xxp , gewonnen. Hier knüpfte Newton an; er bemerkte, dass 
wenn die Ordinate eine Curve durch einen zweitheiligen Ausdnick von 
der Form (1 — ss)^, (1 — jrjr)*, (1 — ss)^ .... ausgedrückt wird, die 
Fläche der Curve [beziehungsweise gleich x, s — ^x', s — |jr' -|- -Jjr*, 
s — fjr' + fj:* — :f JF*^ .... ist. Da in diesen Ausdrücken das erste 
Glied constant = o;, die zweiten Glieder ^o?', ^x^, ^x^^ ^x^ . ... eine 
arithmetische Progression bilden, so schloss Newton, dass, die beiden 
ersten Glieder der Ausdrücke für den Flächeninhalt der Curven, (deren 
Ordinaten beziehungsweise durch (1 — sxp, (1 — xjcp, (1 — jfjr)t.,.. 

ausgedrückt worden , von der Form jr — *q- » ' — ^» * — \^ • • • • . 

o O 9 

sein müssten. Das Gesetz, nach welchem in diesen Ausdrücken die Nen- 
ner fortschreiten, ist offenbar; Newton forschte deshalb nach der Abhän- 
gigkeit der Zähler von einander, und fand eine Reihe für den Inhalt eines 
Kreissegments. Dies Alles erzählt Newton ausführlich in seinem zweiten 
Schreiben an Leibniz vom 24. October 1676 (Leibnizens mathematische 
Schriften, Bd. L S. 122 ff.) und setzt hinzu: Hie fuit prtmus meut tn- 



*) /. BatTÖw Lectiones häbilae in icholii publicis Äcademiae CantaM* 
giemis an. 1664, 1665, 1666 eic. Londin. 1684. 
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gre$MM$ in hos meditoHaneB: jui e memoria satu ejrdderat, ni$i oculos 
in aii^trsaria quiudam ante paucas septimanas retuliisem. — Es sind 
dies zugleich die ersten Schritte zur Entdeckung des binomischen Lehr- 
satzes. 

1 m 

Da Newton a =~ und a" = y^"* setzte, so gewann er durch die- 
ses erste Ergebniss seiner Studien ein Verfahren zur Wurzelausziehung. 
Er bemerkt jedoch, dass er diese Methode zur Wurzelausziehung sowohl 
als die Entwickdung eines Quotienten in eine Reihe mittelst Interpolation 
ausgegeben, nachdem er das noch jetzt gebräuchliche Verfahren zum Aus- 
ziehen einer Quadratwurzel entdeckt und einen Quotienten durch unmittel- 
bare Division in eine Reihe dargestellt. 

Die Methoden, welche bisher in Newton's Gewalt waren, reichten aus, 
die Quadratur emer Gurre zu bewirken, wenn die Ordinate als eine expli7 
dte Function der Abscisse sich darstellt; es blieb demnach die Lösung 
dieses Problems für den Fall noch übrig, dass die Ordinate unter der 
Form finer impliciten Function gegeben ist. Deshalb richtete Newton 
zunächst seine Aufinerksamkeit auf die Auflosung der Gleichungen; es ge- 
lang ihm. das nach ihm benannte Verfahren zu entdecken , nach welchem 
die Wurzel einer Gleichung. ebenfalls durch eine unendliche Reihe gefunden 
wird. Der innige Zusammenhang, in dem das bisher Angefahrte zu ein- 
ander steht, ist nicht zu verkennen. 

Durch diese Reihenentwiddungen indess wurde Newton gewiss nicht 
auf das Princip der Fluxionen geführt, denn durch sie wird das auf eine 
andere umständlichere Weise gewonnen, was die höhere Analysis direct mit 
ein^n Schlage bewirkt Wir hid)en jedoch diese arithmetischen Unter- 
suchungen deshalb hier ausführlich mitgetheilt, um zu zeigen, wie dieser 
eminente Geist das von seinen Vorgängern Begonnene streng im Zusammen- 
hange weiter zu fahren verstand. — 

Es konnte Newton nicht entgehen, dass die Probleme der Quadratur, 
Rectification, Cubatur u. s.w. in einem gewissen Zusampienbang ständen 
und dass demnach ihre Lösung ebepfaUs durch ein gemeinsames, immer 
anwendbar^ Mittel möglichst allgemein bewerkstelligt werden müsste. Er 
begriff, dass, um dieses Mittel zu finden, auf den Ursprung der bisher 
dazu gebraw^Mfu YerAihniRigliweisen z^rüctunigehen sei ^ um zu er^schen, 
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ob dorch eine Verallgemeinerttfig des Princqis eme dlgemekie MMiode 
geschaffen werden könnte. So musste er nothwendig tmf das nrsprfinglidi 
Caralerische ¥erMiren , als die Quelle sdler übrigen , zm^kgelfifart ym* 
den. Cavaleri hatte die räumlichen Grössen durch Bewegung entstofacA 
lassen, und diejenige Grösse, durch deren Bewegung tme andere entsteht, 
benutzt, um die Eigenschaften der zweiten zu entdecken. Diese Cayale- 
rische Wdse wurde durch Isaac Barrow msofem TerrcriikoaisiBet, s^ der 
letztere ausser der Bewegung nodi die Zeit und die Gesdiwindigkeit bei 
der Erzeugung ränmlicher Grossen in Betracht zog. Indem Barrow die 
Contittuität voraussetzt, dienen ihm die folgenden Aristoteliscben BestiflH 
mungen als Grundlage: Cum quidquid movtfnr ai alh termine ai «K^ 
quem terminum promoveat^ir et omnis magnituio eonünua iit, mognitwU-- 
nem eatmus ctmsequtiur moms. Ob rnttpuitu^nis qufppe centinmitaim 
eontinuus est motns, et propter fRoMm tempus quogue cemünmm eift 
Qttantus mim txtitit motns , tantum quoqut tempus perpeiu^ iHdetur «/- 
fluxhse. Prius autem et posterius spatio primitus iimum, tx divem 
partium ejus positione: cumi^u magnitudii^i tnsit partium ordo, moMi 
quoque neeessario inerit, amtlogice respondens ilti, Quimti'Om in tm^ 
pore reperitur prius et posterius, quia semper eorum üUemm aUeri 6Mh 
sequens est -^ Mngnitudintfm seetatur motus, motws vero tempus, qwh 
tenur haee qnanta sunt et tfonHnua et divisibilia. Qui^ jom megwM^ 
talis est, ideo taliter affectus est mot^ts et propter motum tempu94*) 6^ 
dm'cb dass Barrow den innigen Züsammei^ang, der zwischen Grösse, Be- 
wegung und Zeit stattfindet, festhielt, gelang es ihm , aus der G&yaleriscliefi 
Methode das mit der strengen Wissenschaft IIüTereinbare 2U enttmim u&d 
auf eine andere Weise den Connex zwischen den raumKchen Grössen fest* 
zustellen. Non exietimo ^— faeisst es an einer andern St^ in semm Ter- 
lesimgen ans dan Jidire 1695 -- superficies, lineäs nut puneta sepoettMt^ 
quandam existentiam aut proprium ex se ipsis effkadam poesidesre, od 
äUter a solida magnitudine qutxm xar* inlvoiecv dtstingut; sed unicm 
potiws arhitror ex parte rei magnitudinem dari, qfAüe prout in vartss 
partes extendi, divtrsimode pnrtiri, difermtes spissitudini», l^itudinis er 
hmgitudOnts eonsiderationes indnere tret twbire poiest, oausam wH ototh 



rtMB*> 



*) AuB d«ft obM angdNtbrtea Vlorrl«fQiigeit He Mms MSS; 



- m - 

t9iini$ in in» fuüit sjhbcim huit «etAiltM ferpnm atilem H aeeommfh' 
i&tam eemmimwenäi. 

Wir 4Mm wob! anmdiiileB, dass Newton, ds BarroVs ScMSer und 
FVenad, fi*tti2«itig tulä 4ergleieh«n Auffassungen tertraut wurde. Es konnte 
ihm nicht entgehen, dass die ISewegung seftst ein Tomlgliehes Mittel zur 
Erforsehnng d^ iBigensdiaflen der durdi sie h^vorgdirachten r&unifichen 
Grasen daihietet; Gavalm batte darauf seine Methode gegründet, Baorrow 
«oe neue Tangentenmetiiode miUelBt derselben aufgesteit. Daher darf es 
flieht befremden, dass Newton bereits beim Beginn seiner mathematiseheni 
StwBen auf die Brfbrschung ddr Bewegungsgesetze s^ Augenmerk rick- 
tete. *) bidem er diesen Gegenstand in semmn ganzen Umbnge mit jugend- 
ficher Encargie erfksste, mussten seinen durchdringenden Scharfsinn netii- 
wendig die beiden folgenden PlmdanieAtalprobleme entgegentreten: WdMa 
eine durch eine Bewegung beschriebene Raumgrösse für jeden Zeitmoment 
der Bewegung gegeben ist, die Geschwindigkeit der Bewegung in irgend 
einem Zeitmoment zu finden, und umgekehrt: Wenn die Geschwindigkeit 
der Bewegung in jedem Zeitmoment gegeben ist, die durch die Bewegung 
in einer bestimmten Zeit beschn^bene Raumgrösse zu ermittehi. Da Bar- 
row auf Bewegung 4 Geschwindigkeit und Zeit seine Tangentenmethode ba- 
sirt hatte, so lag für Newton. die Versuchung nahe, die Lösung dieser all- 
gemeinen Probleme zunächst in Bezug auf Gurren zu bewirken. Er wurde 
demnach auf jenes Dreieck geführt, dessen Seiten ein Cunrenstück (oder 

4 

die damit zusammenfallende Tangente) die Abscisse und die Ordinate sind. 
Gleichwie Barrow nahm Newton an, dass während ein Punkt das Curven- 
stück y mit irgend einer Geschwindigkeit beschreibt, ein anderer die Ab- 
scisse X durchläuft, und zwar in einer Zeiteinheit, die durch die Ordinate 
dargesleBt wird, tmi es eiitetatid nu» die Frage, in welchem Yerhältniss 
stehen die GesebwinJBgkeiteft beidkr Sewegungen m einander und wie Usst 
ach aus dem Verhfiltnisa dar Gesdvwindigkeilea auf die durch die Bewe- 
gung talstandeMi Grössen sddiessen. ffewton hntle hieriMi deai ^Ock- 
lichen Gedanken, durch dieselben Buchstaben, welche die räumitchen Gros* 



'^> V«rBl. d»i BenminhigeA Mwloali n LeiMtitfs Mef fwt »/ Apül 
1716« Leih. cf. mM%. ed. ßuUns. Tom. J//. p. 480. 
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sea y und x ausdrücken , auch beiiehungsweise deren Geschwindigkeit zu 
.bezeichnen, für den letztem Fall yersah er sie, um Verwechselungen zu ver- 
meiden, mit einem Punkt Um nun das Yerhaltniss der GeschwindigkeiteD 
y, 09 zu erforschen, ging Newton davon aus« dasa die onendlichkleineii 
Incremente*) von y und o?, die er mit o bezeichnete, den Geschwindig- 
keiten, durch welche sie beschrieben werden, proportional sind; es wird 
mithin, wenn in irgend einem Zeitmoment jr um^o wächst, in demselben 
Zeitmoment y um yo zunehmen. Dieses Ergebniss wurde das Fundameot 
der neuen Rechnung; Ne¥^n setzte nun jedesmal in den Untersuchungen 
eines Problems aus der höheren Math^natik a; + ^o an die Stelle Ton Xj 
y + yo an die Stelle von y, und verfuhr hinsichtlich der weitem Opera- 
tionen, wie man bisher zu thun pflegte« Die firAheren Entdeckungen New- 
ton's, der binomische Lehrsatz, die Entwickelung in Reihen leisteten treff- 
liche Hülfe zum Ausbau des neuen Gebäudes. 

Da Newton selbst nichts über den Weg bekannt gemacht hat, auf 
dem er zur Erkenntniss des Fundaments der Fluxionsrechnung gelangte, 
so dürfte schwerlich einmal in diesem Punkte eine vollständige Aufklärung 
zu erreichen sein, selbst wenn seine hinterlassenen Papiere der sorgfaltig- 
sten Untersuchung unterworfen würden. Wer vermag hinabzusteigen in die 
Werkstatt eines so eminenten Geistes, der mit unwiderstehlicher Gonse- 
qiienz und mit der durchdringendsten Schärfe die entgegenstehenden 
Schwierigkeiten Schritt for Schritt bei Seite zu schaffen oder zu über- 
winden wusste! Vor der Hand bleibt nichts anderes übrig, als in den 
Schrillen Newton's die obige Entwickelung des Ganges, auf dem er nach 
unserm Dafürhalten zur Fluxionsrechnung gelangte, so weit es möglich ist, 
nachzuweisen. 

Die erste Schrift, in der sich AJideutungen über das Princip der 
Fluxionen findaa, wurde von Newton im Jahre 1669 verbsst Er theilte 
dieselbe semem Freunde Isaac Barrow mit, durch den sie G ollin s ziu* 
Einsicht erhielt. Letzterer nahm eine Absdurift, die unter sdnen nach- 



*) Newton gebraucht den Ausdruck „momenlum" um durch ein Wort 
dtiß Waohaon und Abnehmen in beaeichAev« VergL Brimiip.: fkUo»ph. wU. 
malA« libmlh Um*!!* .• l! / . . .\.> ..;.>*• . •' 



— 81 — 

gelasseneii Papieren von William Jones aufgefunden und mit Newton's 
Genehmigung, nachdan sie mit dem Original verglichen, durch den Druck 
bekamit gemacht wurde. Sie erschien im Jahre 1711 unter dem Titel: 
Analffiis per aequaüane^ numero terminorum infinitas. Die ganze 
Haltung der Schrift beweist, dass sie mehr ein Entwurf oder eine Zusam- 
menstellung Ton dem, was Newton bis dahin gefunden, als ein für die 
Oeffentlichkeit bestimmtes, abgerundetes Ganze ist; man kann in ihr genau 
den Weg Terfelgen, auf dem Newton in seinen Entdeckungen vorwärts 
schritt, wie er es selbst in seinem Briefe an Leibniz vom 24. October 
1676 abzählt. Newton beginnt mit der Quadratur der einfachen Curven> 

m 

deren Ordinate y =^ ax^ ist; er zeigt sodann, wie die Quadratur com- 
plicirter Curven sich darauf zurückführen lässt. Falls x im Nenner eines 
Quotienten oder unter dem Wurzelzeichen vorkommt, wird der fragliche 
Ausdruck entweder durch Division oder durch Wurzelausziehung in eine 
Reihe entwickelt und auf das erhaltene Resultat die Regel für die Quadra* 
tur d^ einfachen Curven zur Anwendung gebracht. Alsdann folgt zum 
Behuf der Quadratur derjenigen Curven, deren Ordinate als eine implicite 
Funktion gegeben ist, die Resolutio aequadonum affectarum d. h. derjeni- 
gen Gleichungen, in welchen die Unbekannte zu verschiedenen Potenzen 
erhoben vorkommt. Dies Alles ist als ein Ausfluss von Newton's Studien 
über die Ärithmetica infinitorum zu betrachten. Um aber mit der Qua- 
dratur die Probleme der Rectification , Cubatur, der Bestimmung des 
Schwa*punktes u. s. w. in Verbindung zu bfingen, sah er sich genöthigt 
auf die ursprüngliche Cavalerische Methode zurückzugehen. Newton be- 
schliesst nämlich das Bisherige mit folgenden Worten: Et haec de areit 
Curvarum investigandis dicta sufftciant Imo, cum Prohlemata omnia de 
Curvarum Longitudine» de quantitate ei superficie Solidorum, deque Ceth- 
tro Gravitatis, po$$unt eo tandem reduci, ut quaeratur quantitas Super- 
ficiei planae linea curva ierminataet non opus est quicquam de iis ad- 
jüngere. In istis autem quo ego operor modo dicam brevissime. Darauf 
fahrt er unter der Aufschrift: Applicatio praedictorum ad reliqua istius- 
modi Prollemata, so fort: Sit (Fig. 9) ABD Curva quaevis, et AHKB 
rectangulum, mjus latus AH vel BK est unitas. Et cogita rectam DBK 
nniformiter ab AH motam, areas ABD et AK deseribere ; et quod BK (1) 
9it momentum, 9110 AK (s), et BD (y) m^meninm, quo ABD gradatim 
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mtgUur; er p^i em ww mmU o BD perfäim 
iaio, pp$9i$ per fruMetw regmUu $mm 
ABD ip$o descriptüm inveMgwre, efoe cum 
ureä ÄKis) wunnmio 1 damfia 9$nftm. 
Jam, ftc« rmtiane tuperfitiis ABD ex m- 
«lenie iuo f$rp$tim daü, per prueeima 
regnhu eVähtr, iäiim quaeUi^t üiä 
^anHtM ex mmnmio UM i^d dai0 WM«<- 
iur. Dies wird durch die Reetifiotiiod eines 
Kfdsbogens erläutert; sodann fügt Newton, gewissermassen snir Yerdeut- 
lichvng des ahne weitere Erklftning eingeführten Ausdrucks „mamtntum" 
Imzu: Sed notändtm est, quod umtos itta, {vae pro mam$Ht9 pmtfirj 
Bat Superfidti cum de Selidis, u Linea cum de Sup^rfidebus, et Punctm 
cum de Uneie agitur. Nee vereer loqui de umiate in Punetie , etVe U- 
nele ihfinite parvie, siquidem proportienee ibi jam eoniemplantur (r€0- 
metrde^ dum ninntur methodis Indivisibilium. Ex kie fiai canjectura de 
Superfitiebüe et quantitatibue Seliderum , ae de €entre Gravitatum. Am 
dem Zusammenhang ergiebt sich, dass Newton das Wort „mommUum" 
hier gebraucht in dem Skme von CaTileri's regulae, ohngefihr in dm* Be- 
deutung von elementum momentaneum, so dass es die in der Zeiteinheit 
dm^^h die Bewegung beschrid^aae Grösse bezeichnet Demnach veriatet 
Newton ebenso wie Barrow in seiner Tangentenmethode: er scUiesst aas 
den uoendiicfakkinen Yerandimingen der durch die Bewegung h^rrorge^ 
fanichteti Grösse «if die Grösse selbst 

Aus dem, was Newton In dieser ersten Schrift niedergelegt hat, er- 
hellt ofienbar, dass er das Princip, auf dem die gemeinsame Lösung der 
Probleme der höheren Analysis beruht, ierkanüt hatte; noch fehlte aber 
der Algorithmui^ der Methode. — 

Einige Jahre später, im Jahre 1671, beabsichtigte Newton Kinck- 
huysen's Algebra'*') mit Anmerkungen und Zusätzen yermehrt in einer 
neuen Ausgabe erscheinen zu lassen. Als Einleitung wollte er eine Ab«* 
hendlung über die Fluxionsrechnung vorausschicken, um angehende Matbe- 



*) Q^K CimcMivieii ÄHtOfra of le Aetteüel» Bartem 1461» 4. 
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maliker mit sdmeQ Entdeckongen bekannt zu machen.*) Demgemigg gab 
er sich genöthigt, das in seiner ersten Schrift zusammengestellte Mat^al 
zu ordbien und wissenschaftlich zu begründen. Diese Abhandlung mvr )>e- 
reits 2um grössten Theil Tollendet, als Newton das ganze Vorhaben au%id). 
Säe ersdiien ^st nach seinem Tode im Jahre 1736 von Golson ins £Bg- 
liftche übersetz'*'*) 

Diese Abhandlung ist sowohl für die Geschichte der FJuxionerech- 
nong Oberhaupt, als insbesondere zur Beurtheilung, in welchem Zustande 
sie sich um das Jahr 1671 befand, von der höchsten Wichtigkeit, da 
Newion, wie er selbst si^, darin eine Anleitung zur Kenntniss seiner 
neuen Methode zu geben beschlossen hatte« 

Ina Allgemeinen ist zu bemerken, dass Newton auch in dieser Ab- 
baadlong den historischen Gang, wie er zu seinen Entdeckungen in der 
höhereo Analysis gelangte, beibehält« Er schickt die Entwickelung der 
QaoUeaien in Reihen mittelst Division, die Ausziehung der Quadratwur- 
zel und die Mesolutw aefnaHomim affectümm als Uulfsoperationen für das 
Folgende voraus, und macht alsdaon den. Uebergang zur Lehre von den 
Finxioow mit folgenden Werten : Jam restatj ut, iu üluitr^üanem Artit 
AMolißipM» iraiam uiiftMUt PrMemaluin specimiiM, fnalia fTae$0riim na«- 
iMtm Ctoeanmi mimtrakit. Std inprimi ob$»VMndnm venit, quod Jbi- 
jusmaü iifßmU^iu po98unf omnes ad h$ec duo iatuum Pr^lmMa n- 
imei, gußß cir4a ^foünm motm hcali, uteunque accekrato n$l retirdüto, 
d€9€t^fiHm pomre UcehiL Es sind dies die beiden Fundioaenlalprobleme, 
durdi deren Lösung Newton zum Prinoip der Fluzionsrechnung gelangte: 
Sfioa lmi$itndiMe continuQ (stVe ad 4mM temputi) data^ Cderäattm Jfo- 
ius ad temfUi frdpmtum itwetUre, und: Ceterime Motus eon^tio data, 

*) Ptacuit tequentiaf quihiAs campt analytici terminoi expanäere^ 
juxlm et "Cmvamm doetrinafn promot^ere possemj in gratiam dUcentium 5re- 
vUer eompingere. 

**) The meihod of flwßians, traiulated from (he lalin hy CoUon. Land» 
1736« 4. — GastiilioQ übersetzte diese Schrift wiederum ins Lateinische 
und Hess sie unter der Aufschrift: Methodus fluxionum et serierum infiniUX" 
rum cum tfusdem applieafiane ad curvarum §eometriamj in seiner Ausgabe 
wn Newtoi's OpMr. abdrucken. Horsley hM das lateiaische Original 
unter dem Titel : 6e(metria analylica, in Newton's gesammelten Schriften auf- 

MfUirU 

6» 
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langitudinem descripti spatii ad temfui frapotitum imenire. Ehe New- 
ton zur Lösung des ersten Problems übergeht, erläutert er dasselbe 
an einem Beispiel und spricht sich namentlich darüber ans, dass er 
die Zeit als eine mit den übrigen homogene, durch eine gleichmässig 
fliessende Bewegung {aequabili fluxione) entstandene Grösse auffiisst, auf 
welche alle übrigen Grössen bezogen gedacht werden könnten. Die durch 
die Bewegung entstehende Raumgrösse nennt er die fliessend« (/{«eni), 

die der Bewegung zukommende Geschwindigkeit /Ituno; jene wird durch 

• • • 

^y 9» % •••• bezeichnet, diese beziehungsweise durch die Zeichen x,y, x 
• ... ausgedrückt. Die Lösung des ersten Problems selbst, die durch 
mehrere Beispiele erläutert wird, erinnert zu sehr an die Behandlung 
des Tangentenproblems durch Hugens und de Sluze, als dass nicht 
die Vermutbung entstehen sollte, dass. Newton das in Rede stehende Pro- 
blem zuerst lediglich für Curven gelöst hätte. Es erhellt dies besonders 
noch ans den beigebrachten Beispielen , in welchen , wenn drei Yerinder- 
liche vorkommen, die dritte durch die beiden andern bestimmt wird, des- 
gleichen dass Wurzelausdrflcke und Quotienten nicht direkt , wie es die 
höhere Analysis bewirkt, sondern durch Sobstitntion einer andern Ver- 
änderlichen behandelt werden. — Das zweite der obigen Probleme, wel- 
ches das umgekehrte vom ersten ist, löst Newton durch dieselben Ope- 
rationen , nur in umgekehrter Reihenfolge. Er unterscheidet hiet'bei die 
Fälle: 1) wenn die gegebene Gleichung zwei Flnxionen und eine Flaenle 
derselben enthält; 2) wenn zwei Fluenten zugleich mit ihren FlaxioneD, 
und 3) wenn mehr als zwei Fluxionen darin vorkommen. — Dies ist 
die allgemeine Grundlage der Fluxionsrechnung. Es folgen nun Anwen- 
dungen derselben auf die Bestin^mung der Haxima und Minima, auf Tan- 
genten, auf die Bestimmung der Grösse und Beschaffenheit der Krüm- 
mung der Curven, wobei die zweite Fluxion von y vermieden wird, in- 

• 

dem Newton 4- =s z setzt und die Fluxion von % bestimmt, so dass 

jf = z s wird; ferner auf Quadraturen und Rectificationen von Curven. 
Obwohl die Methodus fluxionum in ihrem letzten Theile unvollen- 
det ist'*'), so beweist dennoch ihr Umfang, so wie der Reichthum an 

*) Pemb ertön (in der Vorrede zur View of Sir Isaae NewUuCsfhi- 
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BeispieteD, ia wie hohem Grade Newton zur Zeit ihrer Abfassung Herr 
seiner neuen Rechnung war. Es erhellt daraus ^ dase Newton bereits um 
das Jahr 1671 im BesiU aller derjenigen Mittel war, welche zur BewU- 
tigung der Probleme der h6heren Mathematik erforderlich sind; durch 
sie vermochte er die Untersuchungen über die Bewegung der Himmels- 
körper zu YoUenden, die ihm den Kranz der Unsterblichkeit brachten« 
— Hier und da findet sich die Ansicht ausgesprochen, dass Newton 
in Bezug auf die Begründung und vielleicht auch hinsichtlich des ganzen 
Wesens seiner neuen Rechnung sich selbst nicht genügt habe; er würde 
sie sonst, meint man, seinem berühmten Werke: Frtncipia philosophiae 
naturalis mathemaiiea, Londin. 1687, dessen Inhalt als ein Ergebniss der 
Fluxionsrechnung zu betrachten ist, unverhüllt zu Grunde gelegt haben. 
Bei diesem Urtheil übersieht man, dass Newton's Bestreben dahin gehen 
rausste, die in diesem Werke niedergelegten bewundrungswürdigen Re- 
sultate seiner Forschungen auf einem sichern, unumstösslichen Fundunent 
zu begründen; er wollte nur die Hülfsmittel gebrauchen, deren Gültigkeit 
allgemein anerkannt war, und er erwählte deshalb den rein geometrischen 
Weg. So nur vermochte er ein Meisterwerk aus einem Guss zu schaffen» 
welches für die Erforschung der Gesetze des Weltalls immer der Aus- 
gangspunkt bleiben wird. Das Fundament der Fluxionsrechnung ist aber 
die GräQzmetbode, wie sie in den Schriften der griechischen Geometer nie- 
dergelegt ist; auf dieser Basis war für Newton die Fluxionsrechnung ent* 
standen und demnach das sicherste Fundament derselben. Er ersetzte des- 
halb, in Uebereinstimmung mit der rein geometrischen Fassung des gesamm- 
ten Werkes, die Fluxionsrechnung durch die Gränzmethode und schickte 
in der ersten Section des ersten Buches der Prindpia die y,methoiu8 ra^ 
tionum primarum et uUimarum, in 11 Lemmaten als Grundlage für 
das Folgende voraus. In dem Scholium, womit diese erste Section des 
ersten Buches der Prindpia schliesst, sagt Newton ausdrücklich: Prae^ 



losophy) erzählt, dass er Newton bewogen habe, diese Abhandlung noch bei 
seinen Lebzeiten herauszugeben. Da aber der letzte Theil der Abhandlung 
unvollendet war, so war Newton im Begriff, ihm noch andere Papiere, um 
das Fehlende zu erglozen, mitzutbeilcn , als sein Tod die Ausführung dieses 
Planes hinderte. Sieh. Brewster S. 155. 
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imit iaee hrnmaia, «f ef^igirem taeüum iUmmM hti§a$ ie m$ ni Wwtimm, 
mttft Mftmm §emm$iTwrvm, ad aimtriMm. CMiTatHmm tmm rMmtur 
demmür&iioneM per meihoAm ininriiibUhm. Sei fvoMMi durier ett tu* 
dinieiMinm hypeiheeis et prapierea wteihoiui illä minme geemetriea Uß^ 
$etmr^ widhn demaneirmHonee renm eepMUhm «d «ifimu qumHti^m 
eüOHeeeeniium summ ae ei reiione$, priwuteqme naeuiMMm, id efl, ad it- 
mUee eammarum ei roHeewm dedueen; ei prapierea UmHtm iUarwm de- 
matttiraiiaiui qaa peüui hrevitaie praemimre. Hit omn idem prae^aiur 
qaad per meikodum mdivisibiUwn , ai prindpHe damameiraiie jmm tatm 
memur. Froinde in tequemibus, ßhri Newton fort, ft qumida qHaaÜte- 
tu ianfiunn tx pariicuUs coneiani€$ coneideraaera, vel ft pro redis Mvf- 
paioero lineelas eurvat, nolim indininbiUa^ eed eaaneiceaüa dimsiUlia, 
UM twaanae ei raüenet partium dUermnatarum, sed euwimarttm ü reti^ 
mm liwiiiee eemper raUlUgi^ vintque taUum demamtraiiatimm ad metko- 
dme praeeedeaHum lemmatnm semper reoetari. -^ Mit dieser AnffassuDg 
ist deno auch in volikommenftter UebereinftCimiDuog die Stelle iPrinäf 
b'i. //• lern* IL Schal.) — die einzige im ganzen Werke — in wdeher 
Newton die Pundamentallheoreme der Fluxionsrecbnung a*wibnt und su- 
gleich beaerict, dass das Prineip derselben in dem Torausgehenden Lemma 
enthalten sei*). In diesem Lemma entwickelt er die Grundsäga der 
Flittionsreehnung, ohne sich jedoch irgend eines Algoriihmns zu bsdie- 
nen« Newton fuhrt daselbst den Ausdruck „mameiUum** ein, dessen Be- 
grifl er folgendermassen zu definiren versucht: QuoMtiiaiee^ ui inditet- 
minaias et imtabiloi, et quasi motu fiuxute perpeiue creseeniee vel di- 
ereseenies, Ue eomidero; et earum increwienta v$l ieerementa memeiUi* 
nea omA nomine mamentorum intelligo: ita ut ineremeiUa pro uume^tit 
adiititiii $eu affirmativio^ ae deeremenfa pro aubiuetitiie eeu negaüvis io- 



*) In dem erwähnten Sehoiium gedenkt Newton aich seiner Correfpon* 
denz mit Leiboiz und erklärt, dass dieser ihm ungeflbr 10 Jahre früher eine 
ähnliche Methode, die dasselbe leistete, als die Fluxionsrechnung, mitgetheilt 
habe. Als nun der Streit über den ersten Entdecker der Differentialreebquog 
entbrannte, benutzten die Vertheidiger der Rechte Leibnizens diese ErkliruDf 
Newton's zu Gunsten des ersteren} aus diesem Gmnde wurde in der drittel 
Ausgabe der IVinctpta, welche im Jahre 1726 erschien, das erwihnle Scka* 
lium unterdrückt und durch ein anderes ersetzt. 
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ftMMKir. <kv0 tamm inielkmris partieiiU$ finitas. Partimilae finita^ 
non nmt m$m^Mt sed iuantütUtM ipta$ eos mamentis geniim* IntMigmdß 
mu prmmfia jmnjam na$€€iuia finüarum magmtudiuum* Neqne mm 
sfed^iur in i^ kmmt^ta magniiud^ nwnmtQrum: $e4 prima mmmHum 
pvjfwrHo. Bod^m uddit $i loco momenionim uiurpentur ptl vüQätaim 
inenmemorum ae decr$mentQrum (quat em'iti motus, mutationiß H fiuario^ 
na fMniiMum n^minare Um) vel fimtae qwuvi* quwtitatei Ptlmtaü" 
fm$ hi9U prop^rHonalu* — 

Nodi i8t die kleiqe Abhandlung aber die Principien der Fliixioofl- 
rochnuog m erwähnen, welche Newton als Einleitung zu der Sdirift: 
Traeiat^$ de quadr^ura eurvarum, vorausgeschickt hat. Er verdSentliebte 
die letzlere sogleich mit einer andern : Enumeratio linearum tertii erdttti«» in 
der ersten Ausgabe seiner Optik im Jahre 1704. In dieser kleinen Abband* 
kiiig tritt Newton zum ersten Mal mit der Fluxionsrechoung ?or die Oef*- 
feotlicbkeit, und da von den Schriften aber die Fluxionen sie allein tob 
Newton selbst herausgegeben ist, so verdient sie eine besondere Bo* 
achtung. «-^ Es liegt die Vermutbung nahe, dass Newton das Ersehenen 
leioer Optik benutzte, um sein Recht auf die Erfindung der Fiuxions<* 
reebnuog 5ffentlieb in Anspruch zu nehmen, nachdem bereits im Jahre 
1699 Fatio de Duillier den Streit über den Erfind^ der Diffe* 
rsQÜaireobnuog begonnen und gegen Leibniz den ersten Angriff geschleu- 
dert halte*). Aus diesem Grunde schickte Newton die erwähnte kleine 
Abhandlung voraus, in welcher er in gedrängter Kürze, aber besUmml 
«nd klar die Principien der Fluxionsrechnung und die Zeit ihrer Erfin* 



*) Nicolas Fatio de Duillier, aus Genf gebilrtig, hatte längere 
Zeit mit Hugens zusammengelebt und die Achtung und Freundschaft dessel* 
ben lidi zo erwerben gewusst. Von Holland ging Fatio nach London; er 
kim mit Newton in Ber&hrung und gewann dessen Vertrauen. Aus den Brie- 
l«B, die er vop hier aus an Hugens in den Jahren 1691 und 1Q92 schrieb 
und die Uylenbroek {Ch. Hugenii aliorumque saeculi XVII vircruiia et- 
Ifibmm exerciialiones mathematicae et philosophicae, Hagae Comit. 1833. 
^ojc. //. p, 98 sqq,) herausgegeben hat, erhellt, dass der Angriff gegen 
Leibniz langst vcrbereitet war. Wir werden in der Geschichte des Streites 
^ber den ersten Erfinder der SifferentialrechDUBg aul diesen Punkt wieder 
«vtekkeiimM* 
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dang bespricht, und mithin alles das erwShnt, was für den vorliegenden 
Zweck von Bedeutung ist. In Uebereinstimmung mit dem, was Newton 
über die Entstehung der geometrischen Grössen in den Prindp. matk 
phiL not* niedergelegt, beginnt er auch hier damit, dass er die mathe- 
matischen Grössen nicht aus unendlich kleinen Theilen zusammengesetzt, 
sondern durch continuirliche Bewegung erzengt betrachtet. Hat Geneses, 
setzt er hinzu, in rerum natura locum vere habent, et in Motu corparum 
guotidie cemuntur. Ebenso geht Newton hinsichtlich der Aufiassung der 
Fluxionen von demselben Gesichtspunkte aus; er betrachtet sie als Gräoz- 
Terhältnisse und stellt als Fimdamentalsatz auf: Flusiones sunt quam ffo- 
sime ut Flumtium Augmenta aequalibus Temporis particulis quam mni- 
mis genita, et, ut accurate loquary sunt in prima Ratione Äugmentorum 
naseentium ; exponi autem possunt per Lineas quascunque^ q^iae sunt ifsis 
proportionales. Nachdem Newton diesen Satz durch mehrere Beispiele er* 
läutert, fugt er noch die folgende Bemerkung hinzu: Similibus argumentis, 
per Methodum Rationum primamm et ultimarum, colligi possuf^ Fluxio- 
nes Linearum, seu rectarum seu curüarum, in casibus quibuscunque, ut et 
Fluxiones Superfieierum^ Angulorum et aliarum Quantitatum* In finitis 
autem Quantitatihis Analysin sie instituere, et finitarum naseentium vel 
evanescentium Rationes primas vel ultimas investtgare, consonum est Gto- 
metriae Veterum; et volui ostendere quod in Methodo Fluanonum non 
opus Sit Figuras infinite parvas in Geometriam introdueere. Peragi t<h 
men potest Analysis in Figuris quibuscunque, seu finitis seu infinite par- 
viSt quae Figuris evanescentibus finguntur similes, ut et in Figuris, quae 
per Methodos Indivisibilium pro infinite parvis haberi söhnt, modo catUe 
procedas. — In der nun folgenden Schrift : De quadratura curvarum, ban- 
delt Newton zuerst über den Begriff der ersten, zweiten, dritten u. s.w. 
Fluxion und wie die eine aus der andern entsteht; er giebt ihre Bezeich- 
nung durch ein , zwei , drei u. s. w. Punkte und erläutert in dem ersten 
Problem, wie zu einer gegebenen Gleichung die Fluxionsgleichung gefunden 
werden kann. Auf denselben Gegenstand kommt er in dem Scholium, mit 
welchäm die Abhandlung schliesst, zurück; er sagt: Quantitatum fluentium 
Fluxiones esse primas^ secundas^ tertias, quartas, aliasque, diximus supra. 
Hae Fluxiones sunt ut Termini Serierum infinitarum eonvergentium- ütsi 
« tit Quantitoi fluetu et flwendo evadat » + , deinde retolvatw in St- 



J 
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rtem convergenfem z +nOz H 5 — 00« + g 0'» + 

ete. Termitws primus kujus Swiei %^ erit Quaniitas itta fluens, seeun-^ 
iu8 nO js"^^ erit ejus Incrementum primum $eu DifferehHa prima , cut* 

itoscenft proportionalii est ejus Fluxio prima; tertivs — ^ — 00ä*~* erit 

ejus Incrementum secundum seu Differentia secundap cut naseenti pro^ 

n* 9nn + 2n • 

portionalis est ejus Fluxio secunda; quartus ^ O'« erit 

ejus Incrementum tertium seu Differentia tertia, cui naseenti Fluxio tertia 
proportionalis esty ^ sie deinceps in infinitum. Der Fehler, welchea 
Newton hinsichtlich des Werthes der zweiten, dritten u. s. w. Fluxion im 
Vorstehenden macht, findet sich bereits pag. 263 der ersten Ausgabe der 
Ptincipia vom Jahre 1687; es ist eine auffallende Erscheinung, dass der- 
selbe Fehler beinahe 20 Jahre später in diesem SchoUum sich wiederholt. 
Job. Bernoulli rügt dieses Versehen in seinen Briefen an Leibniz (jCommere. 
epistoh Tom, IL p. 294) und adeht den Schluss , dass Newton damals noch 
keine klare Vorstellung über die Werthe der Fluxionen höherer Ordnungen 
gehabt habe. Derselbe zeigt zugleich {Commere. epist, Tom, IL p. 310), 
dass Newton in diesem Irrthum bis zum Jahre 1711 geblieben sei, denn 
um diese Zeit habe sein Neffe, Nicolaus Bernoulli, auf einer Reise 
durch England von Newton ein Exemplar des eben erschienenen Werkes: 
Änalysis per quantitatum sems, fluxiones ac differentias^ cum enumera^ 
tione linearum tertii ordinis*), zum Geschenk erhalten , in welchem bei 

der Stelle „tertius — ^ — 00«"^^ ejus incrementum secundum, et quartus 
— — — O'«*"* erit ejus incrementum ttrtium** das Wort „tiC* 

D 

beigeschrieben sei, so dass es nun hiesse ^,erit ut ejus'^ etc. Deshalb ver- 
muthet Job. Bernoulli, dass Newton entweder kurz vor dieser Zeit sei^ 
nen Irrthum bemerkt habe, oder auch von seinem Neffen eines Besseren 
belehrt worden sei. 



*) Es ist dies eine von Job es im Jahre 1711 herausgegebene Samm- 
lung von Newton's kleinern Schriften ,. darunter auch die Abhandlung: De 
quadratura ewrvarum* 
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Wir scbÜMseii Uenait die Belrtditiuig ftber die Principien der Flu- 
xionsrechnung, soweit sie sich aus Newton's Schriften ergeben. Es ist 
noch ihrig, dep Zei^Nuikt festzusldien, von dem die Enld^pkwig der Flu* 
xionea in ditiren'ist 

In der Eiideitang zu der Sduift: D$ quairoiura eurvarum, bezeich- 
net Newton die Jahre 1665 und 1666, in wddien er nach und nach auf 
die Flozionsrechnung gekonunen sd. Cimgiienmio — so lauten sob« 
Worte ^- qH0d Qwmtitates aejualttes Temfm^ cr$S€aae$ et arescßi^ 
geniiae^ pro Velodiaie majori vel minori qua creseuni ac generantwr^ 
waduni majores vel minores^ Metkodum quaerebam determinandi Quan- 
titates ex Velodtatifme Motuum vel Incrememorum^ quibus generantnr; 
et hos Motuum vel Inerementorum Velodtates nominando Ftuxiones, 
etQuanHtates genitas nominando FtuenteSj inddi paulatim annis 1665 
et 1666 in Methodum Fluxionum, qua Uc usu$ sum in Quadratura dir- 
varum. In ToUkommenster Uebereinstimmung hiermit sind die Angaben, 
die sich unter den Bemerkungen finden, mit welchen Newton Leibnizens 
Brief an Conti yom 9. April 1716 begleitet hat Da Newton hier sehr 
ausftkhrliche BGttheilungen sowohl über den Zeitpunkt als über die Weise 
der Entstehung der Fluxionen giebt, so ist die ganze Stelle für den yor- 
liegenden Zweck yon Interesse und mag yoUstai^dig folgen. Maie n'ai je 
pa$, sagt Newton, im droit igal de me rendre temoignage d moi-meme, 
et d*assurer que j'ai invente les metkodee des Suites et des Fluanons 
dans Vannie 1665: que je les ai poussSes plus loin dans Vannee 1666: 
qu'd present j'ai entre les mains plusieurs papiers Mathimatiques icriti 
en 1664» 1065 el 1666, dmU qftalqfMs-uns sont avee dato, parm hiquek 
il s*en trouve un, dont la date est du 13. Novembre 1665, lequel eon- 
tient la direete mithode des Fluxions en ees termes: 

Probt. Etant donnie une Bqußtion exprimaim la reltUim d« dmjs 
Ott plusieurs lignes x, yt % ett. dimtes dm9 le mime ttoq^s, pur üof^ 
ßu plueieurs Mobiles A% B, C etc. trouver la rd^tign de lewre piieeses 
p, q, r etc. 

Solut Mettez toüs les termes Sun seul eiti de VBqfiiQtion^ «i 
eorte qu'ik ioimt iaw9> i %iro : m^Uiplipi eka^M tetmt par a^Jtami de 

fois ~ que X a de dimensions dane ce terms: Secondement multipliex 
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Aaqn» ferne pa^ imfowl de /Wj ^ que y a de dimenetens dmu ee 

irnnm: TreietimemetU wnMflieM A§fue terme por mUMni de feie 
— que X a de dimeneiens dane ee terme eic> et la eomme de cee froduite 

emü i$äh 4 mire, lapieUe dfiMien denne la rehiien de f, q, r ete. 

Ohfßeick yors(ebeQ4es Prot»lem sowohl, ab dessen l>Os|mg mit dem 
ersten Ftm43mentaIpro])leia 4er Flttlionßr^ctipunf;, wie es Newton in der 
Methodue /fif^t onum giel>t, im G^imde übereiastiaunen» so ist docb ab 
wesentlich zu bemerken » dass gegen Ausgang des Jahres ]ß99 Newton 
noph nicht im besitz der von ihm spater gebrauchten Bezeichnung der 
Fluxionen war, eine Sache, deren Wichtigkeit für die Feststellung der IQnt^ 
deckung der neuen Methode Yon Jedem eingeräumt werden mi|ss, 



Newton fthrt so fort: Je fuie ajeuter que e^ie SehUien g est iU 
htetrie per pheieure exemptee: qn^elle g eet dimontrie, et qu'etle y e$i 
e^ppKqfUe 4 des FrehUmee q^i re§ardent tee Tangentee et Ue Omvaturee 
de» 47Mfi«f : jti'im auire papier, dem la dale eet du 16. Mal )6M eeH- 
rtmH an eept Prepotitiene um wUtkode gMrale de rieeudre lee PrebUmee 
qui regardem le mouvemeni; ^ que la demiere de eee Prepeeitiene est 
la minM fue la proVUme menUionni ei-dessus, dati du 13. No^emhre 
16M. Que dane un petit Traiti, ierit an meis de Neeemhre 1M6, les^ 
dites sept Prepesiiiens semt stunde r^Mee, avec eette diffirenee, que la 
eefMme y eet peueeie Jusquee-lä que de n*^tre peini orNtee per lee 
ffocHom eu lee quanütde seurdee, ni mime par eeües qu^en appelle 4 
priemt Trameendantee : qu*uue huitiime PreposWon est ajeiulie 4 ee 
TfaiH» eeuHnmut la M4tkede Inverse des numions^ teile que je Vaveie 
eti ee lewpa-M: e'asr-4 dire, amiemt qu*elle peut dipeudre de Iß Quadta" 
Sure dee Kguree eurviUgnee des troie Aiglee, eur lesquelles est feniie 
mme Änatgee par Äequatienee uumere termiuerum infimitas, et de la pM« 
pam des Mtree TMerdmee eesstemte dorn le Sekelium de la di^Ume IVa«- 
peatMa» de meu livre dn Quadriaturee : que dem ee Traiti, lareque VJUre 
proveuaute de quelqu'um du teirmee de Vthiemmie ne peui pae dtre ese^ 
primie par V Analyse vulgaire» tUle eet reprieentie en ierivant le Sym- 
bele O au devant de ee terme: par exeo^k, si VAhsdue est a^ et 
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VOriannie «» — ft H -— , VAire Mal ut ioaw? — Jjp+ □ 



jwe dant ce TraiU je me tuis gudfuefois serei de UtirtB mar^tcee^. d'un 
seul point, pour denoter des quantitie qui envelofpoient des Fluxions fre- 
mieres, et quelquefois de memes lettres marquies de deus points pour des 
quantitis qui etweloppoient des Fluasions secondes: qu'un Traiie plus 
ample que favois icrit fii 1671, et mentionni dans ma lettre du 24. Oc- 
tobre 1706, etoit fonde sur ee petit Traiti, et cammenfoit par la reduc-' 
tion des Quantitis finies en Suites convergentes , et par la Solution de 
ees deux Problimes : ' 1. Relatione Quantitatum fluentium in^ 
ter se data, Fluxionum relaiionem determinare; 2. Ex- 
posita aequatione Fluxiones Quantitatum involvente, in- 
venire relationem Quantitatum inter se; et que, torsque fecri- 
vois ce Ttaite, j'avois rendu mon Analyse si universelle, par le moyen 
de la mithode des Suites et de la mithode des Fluxions jointes ensemble, 
qu'elle s*etendoit d fresque toute sorte de ProbUmes: ee que j'ai 
menHonni dans ma lettre du 13. de Juin 1676 ; et que c'est Id cette 
Methode que j'avois dicrite dans ma lettre du 10. Decembre 1672. — 
Zweierlei ist aus dem letzteren hervorzuheben: erstens dass Newton sagt, 
er habe in der kleinen Abhandlung Tom Novemb^ des Jahres 1666 die 
Lösung des oben nütgetheilten Problems so erweitot, dass sie nicht „par 
tes fractions ou les quantitis sourdes , ni mime par etiles qu'on appeUe 
d prisent Transcendantes'' aufgehalten werde; und zweitens, dass er in 
dersdben Abhandlung zur Bezeichnung der ersten und zweiten Fluxion 
eines und zweier Punkte zuweilen (quelquefois) sich bedient habe« Dem- 
nach däriken die Anfinge der Fluzionsrechnung nur erst von dem Ausgang 
des Jahres 1666 zu datiren sein; ihre allmälige Ausbildung und Verroll* 
kommnung würde alsdann in die Jahre von 1666 bis 1671 lallen, in wel- 
chem letzteren Newton die Methodus fluxionum verfosste. Diese allmälige 
Fortbildung der Fluxionsrechnung stimmt auch mit der Art und Weise der 
Entdeckung überein, insofern Newton, wie im Vorgehenden gezeigt ist, auf 
dem durch Archimedes eingeschlagenem Wege vorwärts schritt und so zur 
EriLenntniss des Prindps der neuen Theorie gelangte. 
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Wenn wir schKesslicli die Wege Tergldchen, auf welchen Newton 
und Leibniz mc Entdeckung der höheren Analysis gelangten, so zeigt die 
historische Entwickelung, dass Newton die Grundlage, welche TOn Archi- 
inedes zur Behandlung der ProUone der höheren Mathematik geschafifen 
und die in spätarer Zeit zum Theil yerallgemeinisrt worden war, fort- 
zubilden und zu Ttf^oUkonminen verstand und auf dieser Basis das 
neue Gebäude errichtete. Die Fhixionsrechnung ist demnach auf dem 
naturgemässen Wege, ohne Beimischung anderer Häl£smittel, entstanden. 
Daher ruht auch Newton's Auf&ssung des Princips der höheren Analysis 
auf einem ToUkommen sicheren Fundament, auf dem BegrüTe der ersten 
und letzten Verhaltnisse d. L auf dem Begriffe der GrSnze. Diese feste 
B^;ründung hat die Theorie der Fluxionen vor der Differentialrechnung 
Toraus. Dagegen erschweren die geometrischen Vorstellungen, mit deren 
Hülfe die Bildung der Fluxionen geschieht, die Einsicht in das Wesen und 
die Anwendung der Floxionsrechnung zur Lösung vob Problemen; beson- 
ders aber ist der Hangel einer bequemen Bezeichnung iilhlbar. Er hat 
die weitere Ausbildung und Vervollkommnung der Theorie der Fluxionen 
wesentlich gehemmt — Auch Leibnizens Differentialrechnung ist aus Me- 
thoden hervorgegangen, deren Entstehung in der sogenannten Exhaustions- 
methode Archimed's geftmden wird, die aber von dem ursprünglichen Ver- 
fahren so vieles abgestreift hatten, dass die Verbindung mit der lauteren 
Quelle stark getrübt und die Rückkehr zu derselben mit grossen Schwie- 
rigkeiten verknüpft war. VorsteUungen , die durch die strenge Weise der 
griechischen Geometer vermieden worden waren, traten in jenen Methoden 
offen zu Tage; sie fanden Aufioahme in der neuen Rechnung und spielten, 
wie in den frühem Methoden, auch hier eine HauptroUe. Diese Schwie- 
rigkeiten wurden noch dadurch erheblich vermehrt, dass zugleich mit der 
Einführung des neuen Algorithmus arithmetische Begriffe mit dem ur- 
sprünglichen Princip in Verbindung gebracht wurden. Indess kann nicht 
gelaugnet werden, dass die unbestimmte Vorstellung des Unendlichkleinen 
die Einsicht in den Mechanismus der Differential- und Integrakechnung 
wesentlich erleichtert und ihre AusbUdung und staunenswerthe Vervoll- 
kommnung gefördert hat Hierzu kommt, dass die höchst glückliche Be- 
zeichnimg, welche von Leibniz zur Darstellung der Differentiale und In- 
tegrale eingeführt wurde, sich auf das innigste an die Entstehung der ge« 
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nannten Grtecn mBchmiegte» und das VerständniM ttd don Gahrmich der- 
selben in hoheai Grade yerembciite nnd, so zu sagen, darchsiclitig Jüachle. 
Diese f^ckliche Beseidmong enthielt gewissermassen in sieh sdbst die 
Keime neuer Rechmingsweiscn, und daher erweiterta sidi die neue Seh5- 
pfiing in so kurzer Zeit an einem Gebäude von bewundningswärdiger Aos- 
dehmmg. Aber der imposante Bau ruhte auf unsicherem Fundament; 
wenn auch die Mathematiker ersten Ranges Ton der ZunrUssigkeit der 
neuen Methode tfieneugt waren und ans diesem Grande d» Festslcitang 
des Prindps unterfiessen, so «rhoben sich jedoch bald BedenUicblEeiteD, 
Zwrifel und Angriflfe gegen die Sidierheit dessdhen Ton Seiten derer, wel- 
chen der Ueberbikk ftber das Gänse mangelte. Elie noch Newton's Thee- 
ne 2ur allgemeinen Kenntniss gebu^gCe, war bereits die DUnrentiafa^edmoag 
iberaH im Gebrauch; ja sie drang sogar in das Gebortsland der FhndonB- 
rechnong, und deshalb wurde der Tiung, welchen die letalere Tor jener 
voraus hatte, ftbenMien imd blieb flbr die leste Begründung des Mncfs 
der höheren Jknaiysis unbeachtet* 



Beilagen. 



Ueber die Entstehung und Ausbreitung des dekadischen Zahlen* 

Systems. 

Uotar tflen Sehl^Aingen, die wir in dem Bereich der niathemati- 
sehen Discipliüeft niniehst durch die Vermittelmtg der Araber erhalten 
habcHiy nimmt das dekadische Zahlensystem die erste Stelle ein. Dasselbe 
hat aar die Entivickelang der mathematischen Wissenschaften einen mfich- 
ligen Einfluss geübt. Es dürfte dedhalb eine ansf&brliche Betracfattmg 
Aber ;die Entstehung nnd Ansbreitmig des dekadischen Zahlensystems in 
einer Schrift, deren tnhalt der geschiditlidieti Darstellung der gesamm- 
ten iHifbferen Mathematik gewidmet ist, gerechtfertigt erscheinen. — > 

Was zuerst den Ursprung des dekadischen Zahlensystems betrifft, 
so stehen zwei Ansichten einander gegenüber. Die eine, ursprünglich 
mAr durch Tradition und durch die Aussagen älterer Schriftsteller ge- 
tragen, behauptet, tiass wir das dekadische Zahlensystem zunächst den 
Arabern verdankten, die es von den Indem entlehnt hätten. Die andere 
Ansicht ist neueren Ursprungs; Ihre Anhänger haben auf Grund einer 
SteHe am Scbluss des ersten Budies der Geometrie des Boethius die 
Meinung aufgestellt, dass das dekadische Zahlensystem bereits dem Pytha- 
goras und seinen Schülern bekannt gewesen sei. Diese letztere Ansicht 
ist in der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts durch Weidler, den be- 
kannten Verfasser der Historia Ästronomiae zur Geltung gebradit*), zu 



*) WeidUt» de chiMcleribQS anSHtonim vulgaribus et eomm aetati- 
bu8 Tetemm monimentorum fids illostratis. Witemb* ITST« -^ Weidl^r» 
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Anfang des gegenwärtigen Jahrhunderts Yon Mann er t wieder angeregt*), 
und in neuester Zeit durch Chasles, den Gescbichlschreiber der Geo- 
metrie, Libri gegenüber im Schoosse der französischen Akademie der 
Wissenschaften mit grosser Lebhaltigkeit Tertheidigt worden.**) 

Wir wollen zunächst die Haltbarkeit dieser zweiten Ansicht prüfen. 
Um dafür eine feste Grundlage zu gewinnen, ist es nöthig» die Ergebnisse 
der neuesten Forschungen über die Lehre des Pythagoras und seiner 
Schüler und namentlich über die yon ihnen hinterlassenen Schriften in 
Betracht zu ziehen. 

Erst in neuerer Zeit, besonders durch die mustergültigen Unter- 
suchungen Böckb's (Philolaus, Berlin 1819) und Gruppe's (Ueber die 
Fragmente des Archytas und der Siteren Pjthagoreer, Berlin 1840) sind 
hinlänglich sichere Kriterien aufgestellt worden, um aus den überaas 
zahlreiclien pythagoreischen Fragmenten die wenigen ächten auszuscheiden. 
Zugleich bat man dadurch auch eine bestimmtere Ansicht über das We- 
sen der alt^pythagoreischen Lehre gewonnen. „Die pythagoreische Philo- 
sophie ist eine dorische, und sie hat wesnitlichen Zusammenhang mit 
dem Charakter dieses griechischen Volksstamm^s. Ernst« Maass, Be- 
sonnenheit , das ist es , was sie in allen Dingen sucht Es ist nicht zu- 
fällig, dass sie sich der Geometrie und Arithmetiji zuwandte, denn hier 
giebt es eine strenge Norm, hier herrscht eine sichere Demonstratioo, 
im Gegensatz der umherschweifenden Vermuthung, welche wie bei den 
Joniern, bald von dieser, bald von jener einseitigen Beobachtung aus- 
gehend, nach einander in verschiedenen materiellen Stoffen das Urprin- 
cip der Dinge sucht. Maass und Zahl herrschen in der Bewegung der 
Himmelskörper, Maass und Zahl herrschen in der Kunst, zunächst be- 
stimmen sie in der Musik die Harmonie, und die Tugend und alle Weis- 
heil schien eben nichts anderes zu sein. Dies ist der Mittelpunkt der 



spicilegium observationum ad historiam notarum numeralium pertinentium. 
Wilemb. 1755. 

*) Mann ort, de numerorum quos Arabicos vocant vera origine. AU- 
dorf. 1801. 

"'*) Chasles Geschichte der Geometrie, deutsch von Sohncke, Halle 
1849« "— Chasles in den Gomptes rendos de TAcad. des Sciences. Tom. 
^ V1H,1X. XVI, XVU. . 
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grossartigen und ewig denkwürdigen I^ehre, für deren Yerständniss und 
Schätzung aber schon dem Aristoteles der Standpunkt fehlte. '^ (Gruppe 
S. 33f.)* Bei der Sitte, eines möglichst kurzen Ausdrucks sich zu be- 
dienen, und da es ursprünglich Princip des pythagoreischen Ordens war, 
die Hauptlehren nur einem kleinen Kreise Auserwählter mündlich mitzu- 
theilen, so war nichts natürlicher, als dass Pythagoras und seine Schüler, 
um dem grossen Haufen das Yerständniss zu verscbliessen und ihm zu- 
gleich gewissermassen zu imponiren, ihre Zuflucht zu einer Symbolik 
nahmen — vielleicht nach dem Beispiel des Orients und Aegyptens — 
wodurch sie ihre Philosopheme künstlich yerschleierten. Dem Obigen 
zufolge darf es nicht befremden , dass sie dazu mathematische Symbole, 
die Zahl und die geometrischen Formen, gebrauchten. Besonders be- 
dienten sie sich der Zahl, und deshalb ist die pythagoreische Philosophie 
eine Zahlenphilosophie genannt worden. „Im alten Pythagoreismus macht 
die Zahl zugleich als Stoff und als Gestalt das Wesen der Dinge aus, der 
sionllchen Dinge. Durch die Zahl werden diese Dinge erkennbar; uner- 
kennbar hl, was sich der Zahl nicht unterwirft. Die Zahlen selbst, durch 
welche die Erkenntniss geschieht, sind körperliche Existenzen'^ (Gruppe 
S. 73 f.). Die alten Pythagoreer nahmen die Zahlen als Musterbilder, 
deren Nachahmung die Dinge sind; sie waren durchdrungen von der 
Ueberzeugung, dass in den Zahlen und geometrischen Formen das Ge- 
heimniss des Weltalls Terborgen liegt. So wurde ihnen die Zahl die 
Quelle der Erkenntniss. Das Geheimnissvolle, Mystische übt immer auf 
empfängliche Gemüther eine grosse Anziehung; aus diesem Grunde und 
da der pythagoreische Orden einen mächtigen Einfluss auf die Leitung 
der politischen Angelegenheiten anstrebte und auch, besonders zur Zeit 
des Archytas, wirklich erlangte, so hielten sich vorzüglich begabte Männer 
zu dem Verein. Es konnte nidit fehlen^ dass diese Talente mit hoher 
Begeisterung sich dem Studium der Mathematik zuwandten, um durch 
Erforschung der Gesetze der mathematischen Grössen gewissermassen 
a priori zur Erkenntniss der Dinge zu gelangen. Hier entsteht nun die 
Frage» welche Hülfsmittel standen bei diesen Zahlenuntersuchungen den 
Pythagoreern zu Gebote? Bedienten sie sich der griechischen Zahlzeichen 
und der unter den Griechen gebräuchlichen Art und Weise zu rechnen, 
oder hatten sie andere Hülfsmittel? 

Gerkßrdt, inoly«»«, 7 
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Siatft die Pythagoreer ein andires ZaUeniysteiii, als Am grieebiscbe^ 
gehabt bätten, etwa ein dem unsrigen ähnlicbes, in dem den Ziffern aseeef 
ihrem absotuteD noch ein Stellenwerth zuertbeiK wa*d — davon fiaddt 
gicfa in den als acht erkannten alt -pythagoreischen Fragmenten nicht die 
gerliigstil Spur« Aber, bann man hier einwenden, ^die Pythagoreer fühl- 
ten kein Bedurfnias Schriften abzuläaien, die mAndlicfae Rede reichte, su- 
mal in ddm engen Kreise der einzelnen Stfidle« YoUkommea aas, sie war 
labehdiger and wirksamer als das todte Woft^ und siebt ja auch mit 
dem ganzen Shum dieses Ordens, der keiuie Schriftstellereitelkeit gestat** 
tete» und mit jener frühen Zeit, welche noch gar kein einigermassen aus-^ 
gebildetes Schriflwesen kannte, in viel besserem Einklänge*' (Crappe 
a.a.O.)« Lassen wir diesen Einwurf gelten und nehmen wir an, dass die 
Pythagoreer i^end ein dem ansrigen äh&lkhes Zahlensystem besessen 
hAtten, so wurden sie es gewiss ihren Mitbürgern milgetheilt, dasselbe 
wfirde weiter verbreitet worden sein und sich im gewöhnlichen Gebrauch 
eiiiaiften bähen. Es ist überflüssig zu beiberhen, dass Arehimedes. der 
dem Sitze des pythagoreischen Ordens so nahe lebte und zu demselben 
grieabisrtien Volksstamm gehörte, gewiss davon Kunde erhalten , die Vor* 
sAißdiktiX vor dem griechischen Zahlensystem erkannt ond desselben sich 
auch bedient haben wtrde. Im Gegentheil sind hinreickettde Andentun- 
gen vorhanden, dasS die Pythagoreer iBe Zahlen sich gebildet daebten, 
nicht durch Position, sondern daroh Addition und MnlfiphcatieB. Sie 
nannten z. B* die Zehnzahl die vollkommene Zabl^ weil sie aus 1 -f* 2 + 
9 4-4 entsteht und weil demnach in ihr die einfedislen, bei den öfcrigea 
zu firUnde liegenden Zidblen alte enthalten sind; sie legten ferner den 
Zahlen Eigeiisehaften bei, die ihnen in Rftcksidit ihrer Factoren nukom- 
men, z. B. der Zahl 12 die Eigenschaften, die den Zahlen & nnd 4 zu- 
enlbeilt wareti« Welch fruchtbares Feld der Specnlation hätte eich ihnen 
erMteet, wenn sie anf den glQcklichen Gedanken gekommen wiren, die 
QnantHiten durch 9 Ziffern auszudräoken , indem sie ihnen eineti abso* 
hrtee «aid zugleich dnen Stellenwerth gegeben bätteHl ^^ Hierzu kommt, 
dass der Tradition zuMge dem Pythagoras die Erfindung oder vielmehr 
dte aUgemeinere ÜiBfnifarung des sogenannten Abaens Pythagorions oder 
der pythagordsciiett Recbemafel (mema geometricalia) zugeschrieben 
wird — • einer Vorrichtung, deren man sieh durch gani Aürieii Mit den 
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ältesUo ZeUeu beim Rechnen bediente. Bekanntlich dient aber gerade 
diese Verrichtiing , um dem Mangel der Position abzuhelfen; mitbin giebt 
dies Httifamittel den besten Beweis für unsere Behauptung, das« den Py^ 
thagereem ein dem unerigen ähnliches Zahlensystem unbekannt gewe*" 
sen ist. 

Es ist ▼»n Gruppe in der oben abgeführten Schrift fast mit Ge* 
wissbeit nachgewiesen worden, dass bei weitem die meisten der sogenann* 
ten pythagoreischen Fragmente vop einem mit griechischer Bildui^ Yer* 
trauten Jnd» im 1. Jahrhundert nach Ch. zu Alexandrien gefälscht wor<- 
den slad. Die Annahme, dass Ton dem Fälscher den Pythagoreern der 
Gebraudh besonderer, Ton den griechischen verschiedenen Zahlzeichen 
2ugeschriebeii wurde, küngt durchaus nicht unwahrscheinlich. Demselben 
konnte die Sage nicht unbekannt sein, dass Pytbagoras Reisen im Orient 
und naob Aegypten gemacht ; es lag mithin nahe, bei der FUschung irgend 
ein Zahlensystem Aegyptens oder des Orients zu gebraudien, ebenso wie 
er bei der Fälschung der Fragmente der pytbagoreisdien Pbilosophemen 
religiöse Vorstellungen der Juden beimischte. Er griff zu den arabischen 
Gebär -Ziffern, die wegen der uralten Verbindung zwischen Juden und 
Arabern ihm nicht unbekannt sein konnten, und die w^en ihres Namens 
Gobär (Staub) zw dem ursprünglich im Sande gezeichneten Abacus treff- 
lich passten.*) Da nun die ersten Anfänge der Religionsphilosophie der 



*) Die Gobär-Ziffern wurden zuerst von Sylvestre de Sacy in einem 
arabischen Manuscript aus der Bibliothek der allen Abtei St. Gennain du 
Pr^s entdeckt und von ihm in seiner Grammaire Arabe Tom. J. planche VIH« 
bekannt gemacht. In diesem Zahlensystem giebt es neun Ziffern, die mit 
einem, zwei, drei u« s. w. darüber gesetzten Punkten versehen werden, um 
beziehungsweise Zehner, Hunderte^ Tausende u. s. w. auszudrücken, was viel- 
leicht zu ihrer Benennung gobAr d. h. Staub, Veranlassung gegeben hat. 
Man hat diese Gobär-Ziffern häufig mit den indisch - arabischen verglichen und 
aus der äussern Aehnlichkeit auf eine Verwandtschaft der beiden Zahlensysteme 
scbliessen wollen; sie unterscheiden sich aber sehr bestimmt dadurch von 
einander, dass in dem Gobär -System die Punkte über den Ziffern stehen blei- 
ben, wenn noch andere Ziffern nachfolgen, anstatt in dem indisch - arabischen 
System die Nullen verschwinden; in dem Gobär -System ist mithin keine Spur 
von Poskion , sendern der Werth der Ziffern wird durch hinzugedkgte apices 
(Punkte) angezeigt. — Rie jMischea Gomttentalorea der Gabbala und die 
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Juden, der sogenannten Cabbala, bis in das 2. Jahrbonderl nadi Ch. 
sich yerfolgen lassen, und da pythagoreische Lehren Torzugsweise dario 
Yerwebt wurden — es entstand sogar die Mythe, dass Pythagoras der 
Erfinder der Cabbaia sei — so ist nicht zu Terwundem, wenn die tod 
dem Falscher den Pythagoreern beigelegten Ziffern in der Cabbaia Auf- 
nahme fanden, nnd dass ähnlich wie bei den Pythagoreern, die Zahlen 
in der Cabbaia gebraucht wurden, um etwas Geheimnissvolles, Mystisches 
auszudräcken, so wie auch als astrologische Figuren. Diese judische 
Geheimlehre fand unter den Christen viele Anhänger« und so wurden 
denselben jene Zahlzeichen bekannt.*) Für die Wahrscheinlichkeit un- 
serer Annahme, dass nämlich die in der fraglichen Stelle des Boethias 
vorkommenden Zahlzeichen arabischen Ursprungs sind, sprechen noch 
die Namen, die diesen Zahlzeichen daselbst beigelegt werden; sie lassen 
•sich sämmtlich auf arabische Formen zurückführen und liefern - mithin 
einen neuen Beitrag zu der Behauptung, dass die damit bezeichneten 
Ziffern als unterschoben betrachtet werden müssen. 

Fassen wir das Bisherige noch einmal kurz zusammen, so ergiebt 
sich daraus, dass ip den als acht erkannten alt - pythagoreischen Fragmen- 
ten nicht die geringste Spur eines Zahlensystems mit Position sich findet, 
dass vielmehr ziemlich sichere Andeutungen vom Gegentheil vorhanden 
sind; und zweitens, dass wenn in den pythagoreischen Fragmenten andere 
als griechische Zahlzeichen vorkommen, diese als in späterer Zeit unter- 
geschoben anzusehen sind. 



jüdischen Mathematiker des frihen Mittelalters scheinen sich vorzugsweise der 
Gobär- Ziffern bedient zu haben; dadurch haben sie vielleicht auch die ur- 
sprünglich schlankere Form verloren und eine mehr den judischen Schrift- 
zQgen angemessene , unter welcher sie in den Manuscripten häufig vorkommen, 
erhalten. — Auf die Wichtigkeit der Gobär • Ziffern und auf ihre Bedeutung 
in der Entwickelung des dekadischen Zahlensystems hat zuerst Alexander 
von Humboldt in der berühmten Abhandlung: Ueber die bei verschiedenen 
Völkern üblichen Systeme von Zahlzeichen und über den Ursprung des Stel- 
lenwerthes in den indischen Zahlen (Grelle's Journal, Band 4) hingewiesen. 

*) Hiermit soll nicht gesagt werden, dass die Christen nur auf diese 
Weise mit den Gobär- Ziffern bekannt geworden sind. 
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Mit diesen Ergebnissen geben wir nun zunächst zur Betrachtung 
der Stelle am Ende des ersten Buches der Geometrie des Boethius, 
die allein zu der Annahme, dass der Ursprung unsers gegenwärtigen 
Zahlensystems von den Pythagoreern herzuleiten sei, Veranlassung gege- 
ben hat. Zwei Fälle sind möglich: entweder ist die in Rede stehende 
Stelle Ton Boethius yerfasst, oder sie ist später hinzugesetzt. Wir 
nehmen vor der Hand den ersten Fall an. 

Die Geometrie des Boethius besteht aus 2 Büchern. Nachdem 
er in dem ersten einen dfirren Auszug aus den 4 ersten Büchern der 
Elemente Euklid's gegeben und einiges zur Erläuterung hinzugefügt hat, 
Idhrt er so fort: Sed jam opus est ad Geometriealis mensae traditionem 
ab Arcbita, non sordido hujus disciplinae autore, latino accommodatam 
venire, si prius praemisero, quot sint genera angulorum et linearum, et 
pauca dizero de summilatibus et extremitatibus. Dies führt er aus und 
setzt alsdann hinzu: Nosse autem hujus artis despicientem , quid sint di- 
giti, quid articuli, quid compositi, quid incompositi numeri, quid mul- 
liplicatores, quidTe divisores, ad hujus formae speculationem , quam su^ 
mus tradituri, oportet. Digitos yero quoscunque infra primum limitem, 
id est omnes quos ab unitate usque ad denariam summam numeramus, 
veleres appellare [consuerunt 12345678 0« Articuli autem omnes 
decem in ordine positi et in infinitum progressi nuncupantur. Compo- 
siti quippe numeri sunt omnes a primo limite, id est, a decem usque ad 
secundum limitem, id est 20, ceterique sese in ordine sequentes exceptis 
limitibus; incompositi autem digiti omnes annumeratis et omnibus limi- 
tibus. Multiplicatores igitur numeri mutua in setnet replicatione volvuntur, 
id est, interdum major minoris, interdum autem major majoris multipli- 
cator existit. Interdum yero numerus in se excrescens multiplicationis 
augmenta suscipit. Divisores autem majorum semper minores constituun- 
tur numeri. 

Unter der Aufschrift: De ratione abad, folgt nun die in Bede ste- 
hende Stelle. Sie lautet: Priscae igitur prüden tiae viri Pythagoricum 
dogma secuti, Platonicaeque autoritatis investigatores , speculatoresque 
curiosi, totum Philosophiae culmen in numerorum yi constituerunt. Quis 
enim Musicarum modulamina symphoniarum numerorum expertia censendo 
pemoscat? Quid ipsius firmamenti syderea corpora stellis compacta na- 
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tttTM mmtromiD ignanis de^ehoBdai, ortasqve 6i|pEiorliiii ti ocouas col- 

ligat? etc. Pykhagorid vero^ ne in HiultiplicaCionibuB «t partitkMiikIs ^ 

in pi>di8mi8 aliqnando faUerentur, ut in omnibi» erani ingraioaisisimi ti 

««btilisaiiiH , descripseninl aibi qaandam fortmolam, quatti ob fa^noretti 

8ui praeceptoris mensatn PyUiagoream «oininabaiit, quia itü^ qued de* 

pioieralit» magistro praemonstrante cognoVerant. A pöbteriarilNis ifp^l- 

labatur abacus, ut quod alla mente cencepcrant, metius, si quasi ridesdo 

«stfeiMerent, in notitiam omnium transfundere peaseirt, eanquls subteriiis 

babita sat mira deseriptione formabaiiL flwrauf folgt in der MehrzaM ' 

der gedhrutktea Aasgaben*) der ScfarilleR des Boelbiws die fcekanMe Eia^ 

mahinsUbelle (die durch eine sofid^imre Verwechselung, vieHeMil arf 

ÜTWoA dieser Sldle des BoielhiiK, ebenfalls abaeus P7tti|;oricu6 benannt 

forden ist) wozu aber der nachfolgende Text darohavs Hiebt pat^t. 2#ei 

{Qle Codices aus dem 11. lafarhWMiert indessen, der «ine in der AiCdor- 

fer, «der andere in der Bibliothek der Stadt Chartres, bietm an dteser 

4(eHe ein Tableau dar , das mehrere Reihen Zahlreicben voki der Rechtes 

«nr Linken (gesdirieben entfallt. Mannert bat dasselbe zugleieh mit 

ein^m Stfiok des nachfolgenden Textes n«eh dem Altdorfer üodex genaa 

in Supfer stechen lassen und seiner Abhandhnag: De «amerorum quos 

Arabicos Vocant yera origine Pytbagorica^ Norimb. 1801 , beigeffigt« Ich 

4a86e bier eine möglichst treue €opie von M a n n e r t's AUiildang folgen, 

^daneben der Vergleichung wegen die Zahlzeioben , die Ch^sles aus dem 

Coden der Bibliothek su Obartres mitgeHieilt bat (Geschichte ^der 6eo- 

mettie «. s. w. S. d32 ff. deutsche Uebers.) sogtevch mit denen aus 'einem 

MannscriiH vom Anfang des 12. Jahrhunderts» das derselbe in den 

€>o«ap(es rendus de TAcademie des scieitces 1848 bekannt gemacht hat, 

«usserdto die Zahlzeidien aus einem Manuseript «m die lütte des 13* 

JaiMrbttnderts , das im Besitz Leibnizens war und weh gegenwärtig auf der 

Königlichen Bibliothek zu Hannover befindet, und zuletzt die'GrobIr-Zif- 

iem hach Sylvcstre de Sacy. 

Es fällt sogleicb in üe Augen , dass in beiden HandsdhriBen rm- 
«eben 4«ln Zahlzeichen ^s Täbleaus und denen des nadifolgenden *«•« 
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theilwetse ein« Terfichiedenheit staUfindeC; si« ist in der Mannfirt's ho- 
bedeiitefid, dagegen in der von €hasles eingesehenen Handecbift bei 
manehen Zafatzeichen sehr auAillend. Dagegen zeigen beide Handschriften 
eine ztemliche Ußbereinstimmung binsiditlich der in dem Tejct befindUchen 
Zahlzeichen, die vielieidit noch grösser sein wörde, wenn anstatt der 
zweiten Nachbildung der Zahlzeichen Chasles' die Handschrift von Gfaar- 
tres selbst vorlige. Vor aHem ist aber hervorzuheben, dass beide Ta- 
bleaus ein zehntes Zahlzeichen darbieten, das in dem Text feUt. Dem- 
nach darf wohl die Amiahme gerechtfertigt erscheine, dass 4tie Zabl- 
zeich^i des Tafaieans von einer andern Hand herrühren, als die des 
Textes; denn wenn die letztere fioethius sdirieb, so wörde doch <^enbar 
derselbe nicht von diesen verschiedene in das Tableau gesetzt und keinen- 
falls unterlassen haben , etwas fiber das zehnte Zahlzeichen im Texte zu 
bemerken. — Vergleichen wir nun die Zahlzeichen des Textes, deren 
grössere Uebereinstimmung schon bemerkt ist, mit den Gobftr- Ziffern, so 
ergiebt »Ulk bis avf eifiige unbedeutende Kleinigkeiten, die wobl auf 
Rechnung mangettiafter Coptrung gesetzt werden könnten , eine auffaUende 
Uebereinstimmung, besonders mit denen in dem von Mannert getreu mit- 
getheilten Text. Die Annahme, dass diese Zahlzeichen des Textes £ob&r- 
tXerü sind, die in gewissen untergeschobenen pythagoreisdien Fragmen- 
ten sich fanden, gewinnt ah Wahrsdieinlichkeit durch das« was im Tex^e 
weiter gesagt wird. Die Worte des Textes unmittelbar nach dem Tableau 
lauten nämlich 90: Superius vero digestae descriptionis formula hoc 
modo utebantor, Habebant enim diverse formatos apices vel caracteres. 
Quidam enim hujuscemodi apicum notas sibi conscripserant, ut haec no- 
tula responderet I etc. Es folgen nun die Zahlzeichen des Textes; dar- 
auf heisst es weiter: Quidam vero in hujus formae descriptione literas 
alfabeti sibi assumebant hoc pacto, ut litera, quae esset prima, unitati, 
secunda binanio, tertia temario, ceteraeque in ordine naturali oumeso 
respofiderent naturali. Alii autem in hujusmodi opus apices naturali Jdu- 
mero ittsignitos et inscriptos lantummodo sortiti sunt. Hos enim apioes 
ita varie ceu pulverem dispergere in multiplicando et in .dividendo oon- 
8uerunt, ut si sub unitate naturalis numeri ordinem jam dictos caracte- 
res ^Jungendo Jocarent, nop alii quam digiti n^scer^ntur. Betrachten 
wir diese Worte ganz unbefangen, so sagen sie weiter nichts, als ^iass 
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die Pythagorerer sieb verschiedener Zablzeichen bedient hätten, und zwar die 
einen gewisser Cbaractere, welche apices genannt werden, andere Latten 
die Buchstaben als Zahlzeichen gebraucht; jene hätten die Gewohnheit ge- 
habt, diese apices beim Multipliciren und Dividiren „ceu pulverem disper- 
gere^': eine Redewendung, die an die bilderreiche orientalische Ausdrucks- 
weise erinnert, und die, wie es scheint, aus der Uebersetzung von gobär 
(Staub) entstanden ist. — Wir geben zunächst noch die folgenden Worte: 
Primum autem numerum, id est binarium (unitas enim^ ut in Arilbmeticis 
est dictum, numerus non est, sed ions et origo numerorum) 10*) in- 
scripta ponentes 20, et ternarium 30, et quaternarium 40, ceterosque 
in ordine lese sequentes proprias secundum denominationes assignare con- 
stituerunt. Sub linea vero centeno insignita numero, eosdem apices po- 
nentes binarium 200, ternarium 300, quaternarium 400, ceterosque cer- 
tis denominationibus respondere decreverunt. In sequentibus vero pagi- 
nularum lineis idem fadentes nullo erroris nubilo obtenebrantur* Diese 
Worte sind nur zu verstehen und lassen sich am besten mit den vor dem 
Tableau vorausgehenden in Zusammenhang bringen, wenn an die Stelle 
des in den beiden Handschriften enthaltenen Zahlentableaus und anstatt 
der in den gedruckten Ausgaben befindlichen Einmaleinstabelle ein ein- 
facher Abacus gesetzt wird, dessen man sich vor Einführung unsers ge- 
genwärtigen Zahlensystems beim Rechnen bediente. Derselbe hatte diese 
Form: 
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Dadurch verliert zugleich die ganze Stelle die Dunkelheit, die man bb- 
ber darin gefunden hat. Insofern aber der Verfasser derselben sich des 
Abacus bediente, so muss die Annahme fallen, dass er ein Zahlensystem 
mit Position gekannt bat. — 



*) So lautet an dieser Stelle der Text; olTeobar sind die Worte „sab 
lioea'' vor 10 ausgefallen. 
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Betrachten wir noch eiomal die zuletzt mitgetbeilten Worte, so stoft- 
sen wir ßogleich anfangs auf den eingeschobenen Satz: Unitas numerus 
Don est, sed fons et origo numerorum. Was soll dies pythagoreische 
Pbilosophem, das nicht als eine in den Text gekommene Glosse ange- 
sehen werden darf, hier zur Stelle, wo von praktischem Rechnen die 
Rede ist? Soll etwa das Rechnen ohne die Eins geschehen? Nehmen 
wir dazu noch die schliesslich folgenden Regeln über Multiplication und 
Difision, die so mangelhaft und undeutlich dargestellt sind, dass sie, we- 
nigstens in der vorhandenen Gestalt, unmöglich von Boethius, der mit 
der Arithmetik so vertraut war, verfasst sein können, so kommen wir zu 
dem zweiten der oben aufgestellten Fälle, dass die ganze in Rede stehende 
Stelle am Ende des ersten Buches der Geometrie als nicht von Boethius 
herrührend zu betrachten ist. Schon das muss mit Recht befremden, 
dass in einer Schrift Ober Geometrie und zwar am Schlüsse des ersten 
Buches ein Stück Arithmetik angehängt ist; alsdann aber dürfte sich we* 
nigstens theilweise von dieser Stelle eben dasselbe nachweisen lassen, was 
Chasles in Bezug auf ein ähnliches arithmetisches Stück, das am Ende 
des zweiten Buches der Geometrie sich findet, gezeigt hat. Derselbe hat 
nämlich von dem letzteren bemerkt, dass es aus dem ersten Buche der 
Arithmetik des Boethius compilirt ist (Geschichte der Geometrie S. 52S) 3 
auch in unserer Stelle finden sich Spuren^ dass sie aus der Arithmetik des 
Boethius zusammengelesen ist: ausser dem zuletzt besprochenen Satz lassen 
sich die oben angeführten Worte : Quis enim Musicarum modulamina sym* 
phoniarum numerorum expertia censendo pernoscat? etc. in dem Capitel, 
in welchem Boethius von dem Nutzen der Arithmethik handelt, nach« 
weisen. — Wir gehen noch einen Schritt weiter: wir behaupten, dass die 
ganze Schrift über die Geometrie, von der Boethius der Verfasser sein 
soll, nicht von ihm herrührt Freilich können wir vor der Hand unsere 
Behauptung nur dadurch rechtfertigen, dass wir Boethius in den mathe- 
matischen Wissenschaften zu gut bewandert und überhaupt zu philoso- 
phisch gebildet voraussetzen, als dass er ein solches elendes Machwerk, 
wie diese Geometrie ist, zusammengetragen haben sollte. Boethius war 
im Mittelalter ein vielgelesener Schriftsteller; die Versuchung war daher 
lockend, ihm, dessen Arithmetik allgemein bekannt war, auch ein Werk 
über die Geometrie unterzuschieben. Wir setzen den Verfasser dieser 
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fieometrie in das Zeitalter Gerbart's und seioer Sohflier, in welchem 
niiUen in jenen finstersten Zeiten des Mittelalters auf kurze Zeit beson- 
ders die matheraalischen WissenscbaftenxHltivirt wurden. Es existirt nlm- 
lidi eine Abhandkmf unter deai Titd: De nunieroram diviei^ne» deren 
Verfasser ungewiss ist (ob Beda oder Gerbert?) dM nach Ghasies 
(a. a, 0. S. 5Btf) «ine grosse Aebnlichkeit in Hinsicbt $nf den Gegeoftand 
mid «elbst bis auf die Worte mk der in Rede stehenden Stelle des fiee« 
ihtns 2eigt, «nd die derselbe för eine NaehahnMing und Entwiekeking die* 
«er letztem hfit <S. 58H). Wer aber, kann «an mit Reckt fragen, ?er- 
möchte weM Ton einer so äusserst verworrenen Stdie, wie die unsere, 
eine Gntwidiehing zu geben? WiradiUessennoigekehrt: aus ^erAbbani- 
tung : De «mneroruni divisione, ist die besprochen« Steile ton einem , der 
aicberlteh nicht viel von der Sache verstand, compilirt worden «nd viel* 
leicht zugleich mit ihr die ganae Schrift über die Geometrie, die dem 
fioetbius zugeschrieben wird. 



Wir geben jetzt zu 4er Prüfung der zweiten Aji^oht fiber, naeh 
welcher wir unser Zahlensystem den Arabern «verdanken, die es wiedeni« 
von den Indem entlehnt haben. 

Das den Arafbera eigenChfimliche Zahlonsystem bestebt oue HS Zei- 
chen , Ton denen dre ersten neun die Zahlen »von 1 bis *, Äe «daraHf fei- 
genden neun ^ie Zehner, die alsdann folgenden Ae Unnderle, «nd das 
letzte Zeidben 14)00 bedetften. Sie bflden die ewiseben 'diesen GräB^n 
liegenden zusammengesetzten Zahlen durch »ddi[|iveWe1»eneinandersitellttDg, 
indem sie, nach semitischer Weise, von der grOeseren Za*l m -der klei- 
neren von der rechten zur linken Äand, wie in «der Buchstabenschrift, 
fortschreiten. Demnach ist in dem den Arabern dgenihämlieben Zahlen^ 
System keine Spur von Positionswerth der Ziffern bh (finden. 

Die Araber gebrauchen aber nodh andere ZoAileeiChen , die säe in- 
dische nennen. Nicht allein diese Benennung, sondern dass sie audi 
selbige von der Linken zur Rechten fortschreitend sdireiben , deutet of- 
feribar auf einen fremden 'Ursprung dieser Zdfalzeiehen. «-ylveiitTe de 
Sacy (Grammahre Arabe Tom. I. cap. VHI:) -giebt äie 'folgendermnesen an: 

1 V r f ö "I V A i ♦ 

1 '2 •» 4 5 « 7 S »0 tJ 
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Er sMzt hiostt, dam 5 oll die <G<sialt a hat und dtts an die Stelle des 
Punktes £e tritt. Dme Zahlzeichen werden nwi so gd)raiioht, dasa 
iinken leiti absoluter und zugkidi ein von ihrer Steile aUiSngiger Werth 
bfigelegt wird, vmA es ist die Abnahne eotstandffli, dass daraus unsere 
Zahlzeichen And unser Zahiensyst«» henrorgegangen sind. 

Wir werden dentaiach hinsichtlich des Ursprungs uosers Zafalensy« 
stMis auf Indien verwiesen « und es ist nftthig, die Leblungen der Inder 
k diel* llritlim(^ik in Beffacht zu ziehen. 

fio wie man schon lingst Ton deai hohen Altarthum der indiscben 
fielehrsanikeit xibeiliaui^t zuröckgekommen ist , so dürften auch die An- 
finge «der wissensohafdichen Biehandlong der Arithinetik in Indien nidit 
übet die ersten christlieheii Jahrhunderte hinaus za Tersetseii sein« Zwar 
berichtet Mabs^ouidi, der im 10. Jahrhundert nach Ch. schrieb, dass 
die Inder die Erfindung der 9 Zidilzeicben auf ihren ersten K5nig Brabn« 
^w^ückfiihrea; dieser Angabe indess steht entgegen, dass in den Sanskrit* 
sdittfteti Aryabhatta's, der in den ersten christlichen JabriiundeHtca 
lebte I, 0och keine besetnderen Zahlzeichen, sondern die Bmdistatan des 
Alphabets als Zahlzeichen vorkommen. £s liegt mM in «der Matur der 
Saehe, da» das indische Zdilenaystem nichl auf teinaBal erfunden, son« 
deili allmttlig ansgetildM worden ist; dass es aber iirsprüngfidi in In- 
dien entstanden und nicht etwa fremde Eiafiis^ auf die Alusbildung des- 
selben eingefwirfct haben » zu dieser Bebaoptuwg ist man berechtigt , wenn 
man «bedenht, wie wenig mgänglich >die iBewoboer ündiens ivaMn, wie fcsl 
sie ^an 'Aren Sitten nnd Gewobniidilen otogen, and wie sehr isie aih» 
Fromde verabsdieuton. iNe Vörsige , «die dirs indiarehe ZaUeMsysteoi mir 
aüen *^wMrn voraus hat:: leichte Anweirdborbeit^ CüntBiehbeit und ^Sicher- 
heit in den ReehnungsopeFiitionen , mussten denselben sobr )beld alkg«- 
mein Eingang «Teiisobaffen:; ics wwden dadnnch fticfaA allein <die »Reehnim* 
g«i, düs im V«Rkehr des (Lehms voakonmiei) , jeicbt «rlennt ond vervntt- 
tonuMiet*« tach die fiebaadhaig irein wissenschalOieber BniUeme wurde 
so gefördert, dass die indischen Malhemaliker im Besitz von AuAösungs- 
methoden von Gleichungen waren ^ die man erst im 17. Jahrhundert im 
Abendlande von Neuem auffand und die his auf die neueste Zeit ohne we* 
sentiicbe Verbess^pung Geltung bebalteB ^liaben. &o oäcbtig^ ja überwäl- 
tigend war der Einfltoss , den in Indien 4as 'debadiseh« Zahlensystem lauf 
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die andern Gebiete der Wissenschaft ftasserte, dass die Arithmetik Überali 
vorherrschte und die Geometrie als ein Theil derselben erscheint*). 

Es entsteht nun die Frage, auf welche Weise und um welche Zeit 
das dekadische Zahlensystem von den Indern zu andern Tölkerschaften 
übergegangen ist. Wir folgen hierin den Berichten des Alhyruny aus 
dem Anfange des 11. Jahrhunderts, die Reinaud in seinem ausgezeich- 
neten Memoire sur linde, Paris 1849, zn Grunde gelegt hat. — Alby- 
runy (sein Tollständiger Name ist Ahul-Ryhan Mohammed Alby- 
runy) war einer der ausgezeichnetsten Männer seiner Zeit. Er verstand 
Griechisch und übersetzte aus dem Sanskrit; ausserdem war er in der 
Mathematik wohl bewandert und ein vorzuglicher Astronom. Als in dem 
ersten Jahrzehnt des 11. Jahrhunderts Mahmud der Gaznevide ein Heer 
rüstete, um in Indien einzufallen, lud er Alhyruny und dessen Freund 
Avicenna ein, um bei dieser Gelegenheit in die Culturländer Indiens, 
den Landstrich zwischen Ganges und Dschumna, einzudringen und sich 
mit der Weisheit der Inder bekannt zu machen. Alhyruny folgte allein 
dem Rufe und verweilte längere Zeit in Indien. Er hat einen sehr inter- 
essanten Bericht über diesen Aufenthalt hinterlassen , der ein vollständiges 
Bild über den Zustand der Halbinsel in wissenschaftlicher Hinsicht giebt 
In demselben spricht er folgendermassen über die Ziffern und das Zah- 
lensystem der Inder (nach der Uebersetzung Reinaud's a. a. 0. S. 298 ff.): 
Les Indiens , k la diff^rence de nous , ne se servent pas ^es lettres de 
lenr aiphabet pour indiquer des nombres. Mais , de m^me que Falphabet 
varie suivant les provinces, les chiffres changent aussi; les indigenes les 
nomment anka. Les chiffres dont nous faisons usage sont empruntes ä 
ce que» Ton a trouv^ de plus convenable chez eux. Du reste, les formes 
sont indifferentes, pourvu qu'on s'entende de part et d'autre. Dans le 
Cachemire,. on ne se sert pas de traits particuliers pour ezprimer les 
nombres; on a adopte les signes employ^s par les Chinois. Mais an 
point sur lequel tous les Indiens sont d'accord , c*est de procider d'apres 



*) Eine vorzügliche, sehr ausführliche Darstellung der Leistungen der 
Inder in den mathematischen Disciplinen findet sich in der Schrift : A. Arneth, 
die Geschichte der reinen Mathematik, in ihrer Beziehung zur Geschichte der 
Ent Wickelung des menschliehen Geistes* Stattgarl 1852. 
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le 'systime dreimal, de maniöre qu'en posant plusieurs chifires k c6te 
les uns des autres^ un chifflre iquivant toujours aa dixiime de celui qui 
suit, et aa d^cuple de celui qui precide. — Aus diesen für unsern 
Zweck höchst wichtigen Worten folgt 1) dass zu Anfang des 11« Jahrhun- 
derts die Araber bereits das deliadische Zahlensystem angenommen hatten, 
und zwar scheint es, als wenn dies schon längere Zeit vorher stattgefun- 
den; femer 2) dass die Araber die indischen Zahlzeichen, wenigstens 
nicht sämmtliche, nicht in der Form bei sich einführten, die sie bei den 
Indern hatten; sie entlehnten vielmehr nur das, was ihnen zweckmässig 
(convenable) schien. Da sie fanden» dass die Gestalt der Ziffern in In^ 
dien selbst von Landstrich zu Landstrich eine andere war, so entnahmen 
sie vorzugsweise nur das System , das trotz der Verschiedenheit der Zahl- 
zeichen durch ganz Indien gebräuchlich war. Namentlich entlehnten die Araber 
nicht das Zeichen für die Null von den Indern, und zwar deshalb, weil in 
ihrem eigenen Zahlensystem die Ziffer für 5 grosse Aehnlichkeit damit 
hatte und leicht verwechselt werden konnte. Sie setzten dafür einen 
Punkt , übersetzten aber das Sanskritwort (soAuya) womit die Inder die 
Null bezeichneten, und gaben dem Punkt die Benennung sifr d.h. leer, 
woraus das Wort Ziffer entstanden ist. Hiermit stimmt auch Ruschen 
Ali, der persische Gommentator der Schrift: Essenz der Rechenkunst von 
Mohammed Behü- eddin ben Alhosain Al-äroult (arabisch und 
deutsch herausgegeben von Nesselmann, Berlin 1843) der sich nach 
Nessel mann's Üebersetzung (S. 61) so ausdrückt: Wisse, dass, wenn 
an irgend einer von den Stellen keine Zahl sich findet, man dann, um 
die Stelle anzudeuten, die Gestalt des Final -Ha, nämlich », welches das 

Zeichen Sifr im Sinne von etwas Leerem ist, schreibt Wisse, dass 

der Unterschied zwischen dem Zeichen der Fünf und der Gestalt der Null 
der ist, dass man die Fünf in Gestalt eines kleinen Ain (^) schreibt, 
welches das Ende seines Gürtels bis nach oben hin gehen lässt, in die- 
ser Art 0, dass man aber für Null das Final -Ha schreibt. Gegenwärtig 
ist es Sitte, das Final- Ha für die Fünf zu gebrauchen und die Null 
durch einen Punkt auszudrücken. — Die Araber setzten also für das 
Zeichen der Null den Punkt; entsteht da nicht unwillkuhrlich die Ver- 
muthung, dass in dem bisher von ihnen gebrauchten Zahlensystem der 
Punkt bereits eine Bedeutung hatte, ähnlidi wie in dem GobAr- Systral! 
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Oder bedienten sich die Araber des GobAr- Systems, befer sie das in- 
dische System annahmen? Die Beantwortung dies» Frage erscheint sehr 
schwierig; sie ist nur dann möglich, wenn ein grflndlidier Eenner des 
Arabischen einmal die allmfihligen Dmwandluagen , welche die Araber mit 
ihren Schrift- und Zahlzeichen vorgenommen haben , genan verfeigt. 
Dennoch dürfte sich die Art und Weise, wie das indische System auf 
die Araber übergegangen ist, schwer mit Bestimmtheit ermitteln lassen; 
gewiss ist dieser Uebergang nicht auf ein Mai gesehdien. Es sd^ilit, dats 
das dekadische System bei den Arabern zuerst im Veriiehr des Lebens, 
im Handel Abiich geworden ist; dies stimmt nicht allein nut dem Wesen 
der indischen Arithniietik — in Indien ist die Arithmetik nie eine selbst* 
ständige Wissenschait gewesen, sie war nur für praktische Zwecke ton 
banden (Arneth a. a. 0. S. 141) «^ sondern es deutet auch dahin die 
Erzählung, dass Aticenna in der zweiten Hälfte des 10* Jahrhnnderis 
von sehiem Vater zn einem Oelhändler geschickt wurde, um ¥Ott diesen 
in der indischen Sechenkunst unterrichtet zu werden*), so wie wA 
dass in der ersten arabiscben Sdirift über die Algebra, die auf Befehl 
des Chalifen Almamuin ton Mohammed ben Musa in der ersten 
Hälfte des 9. Xahrhundeits saiCh indischen Vorbildern verfasst wurde, ut 
dem Text nur Zahlwörter und bloss an einigen Figuren Ziffern vorkom- 
men **). Aus dem Letzteren darf offenbar ges«blosseo wtsrdea^ dass um 
die Zeit der Abfassung dieser Schrift die indiscbcn Zahteeicheü nodi 
nicht unter den Arabern aUgenMin gebräuchlidh wären, und däss des- 
halb Miohammed ben Musa es roraog, ilt Zahlen durch Wieato aus* 



*) Es ist bemerkenswprth , dass auch leonardus Flbonacci, der 
erste ekristliche SchriftsleMer Ober Algebra, gegen £ade des 111. Jahrhunderts 
auf eine ähnliche Weise das dekadische Zahleasyatem kennen lernte; er wurde, 
wie er selbst erzählt, auf Veranlassung seines Vaters, der die Rechte der pi* 
sanischeu Kaufleute an der Douane von Bugia in Afrika wahrnahm, daselbst 
im Rechnen unterrichtet. 

**) Numerais are in the teit of the work always expressed by words: 
figures are only used in some of the diagrams , and in a few marginal notes. 
Rosen in der Vorrede zu: fhe Algebra of Blohammed ben Ihisa. London 
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Wenn aber die Binffthrmg des dekadischen ZaUentysteim unter dm 
Arabern allmlblig vor sich ging, wie es auch in der Natar der Sache 
. liegt, 8» wird sieh k^ne bestimmte Zeit dafür ermitteln lassen , sondern 
es werden nur Grinaen angegeben werden können « swiscfaen welchen die 
Einfahrong staCtgefonden. Die ein« Cränze, die obere ^ ist durch den 
Beri<At Albyrnny's Teslgestellti der au Anfang des IL Jahrhunderts 
schrieb; nm diese Zeit war das dekadische Zahlensystem bei den Arabern 
im Gebrancb. Welches isC aber die untere? Nach dem Cbronikon des 
Tbeophanes (Paris 1665» S. ai4) ond nach dem Bericht des AbuU 
Pbarajii (Bist, cemf^end. ^nasU S. 2a0) yerbot der Chalif Walid, der 
um 700 nach Cb« herrschte, den Arabern, beim Schreiben der griechi" 
schtaf Scbriftzdge siäi an bedienen; er nafam aber von diesem Verbot 
anedradiiidi die grieebiecben Zafalzeiehen aus, die vor den damaligen 
arabischen den Vonmg Yerdienten» Demnach gebravchten um das Jahr 
760 die Araber noch nicht die indischen Ziffern. Sieberlich aber kann^- 
teil die Araber im 9^ Jahrhnndert das indische System« deaa um die 
lüOie dee 9^ Jahrhunderts verfassten der b^Ubmte Alkendi und ein an*- 
derer SebriilsteUer, Sind, Sohn des Aliy Schriften Qber die indische 
Reehvung (Vei^gb Libri bist des scienc. mathemat, en Italic, Tom. L 
p. 379 und Reinaud a. a« 0« S« 302). Die aUaailhlige YerbreiUum des 
dehadieeben Zdhlea»ystems onter den Arabern wird also vom 9. bis zum LI. 
Jahrhundert sn setaen sein. Dass dieselbe sehr langsam tot sich ging, 
dafür sprieht die eben angeffthrle ErzAlung aus dem Leben ATicenna's, 
sowie affch, dass die Araber bereits an das Rechnen mit griechisehen 
Zahlaeichen sich gewöhnt hatten. 

Hieran knöpft sieh nun die Frage, nm welche Zeit das dekadische 
Zaldeiisystem suerst in Europa unter den Christen Eingang fand. Die 
bekannte Erzählung, dass Gerbert, der am Ende des Ift. Jahrb. als 
Sylvester II« den päpstlichen Thron bestieg , vor dem Jahre 970 Cordova 
besacht und daselbst von den Arabern anterricfatet nach seiner Ruckkehr 
das dekadische Zahlensystem zuerst unter den Christen verbreitet hfitte, 
ist von Cbasles (Geschichte der Geometrie S. 585) und zwar mit Recht 
bdtämpft werden» Auch Bfldinger (Ueber Gerhert's wissenschaftliche 
und pelitisehe SteDung, Gassei 18&1) stimmt nach sargfälUgfflr Ptufung 
4er ^büknisse ihn datin bei und erwniirt bis zwt Effidoo, dass Gerbert 



— 112 — 

nar in der spaniscbea Mark» ia der damals reges, geistiges Leben 
herrschte, gewesen sein könne, meint aber, dass derselbe unser gegen- 
wärtiges Zahlensystem daselbst kennen gelernt und seine Schüler darin . 
unterrichtet habe. Zwar wird eine endgültige Entscheidung über diesen 
Punkt nur dann erst geßllt werden können, wenn Gerbert's mathematische 
Schriften, die noch unedirt in der Bibliothek des Vatican liegen, einmal 
an die Oeffentlichkeit treten, wodurch zugleich sich ergeben wird, von 
welchem Umfange Gerbert's Wissenschaft in den mathematischen Disdpli- 
nen überhaupt war, und welche Kenntnisse er insbesondere in der Arith- 
metik besass; indess dürfte schon aus dem bisher Bekannten sich ermit- 
tein lassen, wie ohngefähr jene Entscheidung ausfallen möchte. Nament- 
lich gehört hierher das, was Rieh er, Gerbert*s Schüler, über dessen 
Bildungsgang und spätere Unterrichts weise mittheilt; ausserdem Terdienen 
einige Notizen Berücksichtigung, die zerstreut in Gerbert's Briefen sich 
finden. Rieh er (Histi lib. lU. c. 43) erzählt, dass Gerbert von dem 
Grafen Borell von Barcelona dem Bischof Hatte übei^eben worden sei, 
um von demselben weiter ausgebildet zu werden; er setzt hinzu: Apud 
quem (Hattonem) etiam in mathesi plurimum et elficaciter studutt. Wäh- 
rend also Gerbert bei dem Bischof sich aufhielt, machte er seine mathe- 
matischen Studien. Unter wessen specieller Leitung dies geschah, wird 
nicht erwähnt; indess gedenkt Gerbert in seinen spätern Briefen eines 
gewissen Joseph, den er einmal den Spanier, ein anderes Mal den 
Weisen nennt, und .dessen Schrift über Muitiplication und DiTision er 
Ton den Mönchen des Klosters Aurillac zu haben wünscht Die Vermu- 
thung liegt nahe, dass Gerbert denselben in der spanischen Mark kennen 
gelernt und ton ihm unterrichtet worden sei« Man weiss nichts Näheres 
über diesen Mann; doch scheint der Name Joseph auf einen Juden hin- 
zudeuten, und der Umgang eines Mönchs mit einem Juden darf insofern 
nicht befremden, als in den spanischen Landen die Juden eine weit hö- 
here Stellung, als anderswo, im bürgerlichen Leben einnahmen. Aber 
auch angenommen , Joseph sei ein Araber gewesen , so darf noch nicht 
mit Zuversicht behauptet werden, dass um die Mitte des 10. Jahrhunderts 
bereits das indische Zahlensystem unter den spanischen Arabern im Ge- 
brauch war; denn es ist oben erwähnt worden, dass die Verbreitung des- 
selben sehr langsam vor sich ging« Dazu kommt» dass zur Zeil G^rbert's 
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die Blütbezeit der arabischen Wissenschaft in Spanien [noch nicht begon- 
nen hatte. „Die Männer, welche das arabische Spanien so berühmt ge- 
macht und ihm einen so grossen Einfluss auf die Bildung des übrigen 
Europa yerschafft haben, Wühlen nach der Zeil, in welche Gerberl's 
Jugend fällt. Ihn Sina (Avicenna) lebte im Anfange des elften, 
Geber von Sevilla um die Mitte dieses, Abu-Roschd (Averroes) 
zu Ende des zwölften Jahrhunderts. Die Wissenschaft der spanischen 
Araber war im zehnten Jahrhundert noch wesentlich nationaler oder re- 
ligiöser Art" (Büdinger a. a. 0. S. 10). — Die in Rede stehende Frage, 
ob Gerbert während seines Aufenthalts in der spanischen Mark das deka- 
dische Zahlensystem kennen gelernt, dürfte aber besonders durch die 
Nachricht ihre Erledigung finden, die Rieh er über Gerberl's spätere 
ünterrichtsweise in der Mathematik mittheilt; er sagt (Bist, lih.lll. 54): 
In Geometrla non minor in docendo labor expensus est. Cujus inlro- 
ductioni, abacum id est tabulam dimensionibus aplam opere scutarii effe- 
cit. Cujus longitudini, in 27 partibus diductae, novem numero notas 
omnem numerum significantes disposuit. Ad quarum eliam simililudinem, 
mille corneos effecit characteres, qui per 27 abaci partes mutuati, cujus- 
que numeri multiplicationem sive divisionem designarent; tanto compen- 
dio numerorum multitudinem dividentes vel multiplicantes , ut prae nimia 
numerositate potius intelligi quam verbis valerent ostendi. Quorum 
sdentiam qui ad plenum scire desiderat, legal ejus librum quem scribit 
ad C. (Constanlinum) grammaticum; ibt enim haec satis habundanlerque 
tractata inveniet. Gerbert bediente sich also einer Rechentafel, die er 
wegen des häufigen Gebrauchs oder auch zum Behuf des Unterrichts aus 
Leder verfertigen liess, und die in 27 Columnen gelheilt war. Er halle 
ferner 1000 hörnerne Würfel, auf welchen 9 Zahlzeichen geschnitzt wa- 
ren, wodurch er die Multiplication und Division einer jeden Zahl auszu- 
führen vermochte. Demnach gebrauchte Gerbert beim HuUipliciren und 
Dividiren ein Hülfsmittel, was er auch deshalb nicht entbehren konnte, 
da er mit 9 Zeichen rechnete; es fehlte ihm das Zeichen , das in dem 
indisch - arabischen Zahlensystem eine fehlende Zahl ausdrückt, und des- 
sen Stelle der Abacus vertrat. Es wird also Gerbert die Kenntniss des 
dekadischen Zahlensystems abzusprechen sein. — Man kann nun noch 
die Frage aufwerfen, von welcher Art die Charaktere waren, mit welchen 

Gerhardt, Analffsis, 8 
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Gerbert rechnete« Er hatte sie in Hörn schneiden lassen; Ihat er dies 
lediglich der ledernen Rechentafel wegen , oder wegen der, seinen Schü- 
lern nicht geläufigen Form der Zahlzeichen? Betrachtet man die Charak- 
tere am Ende des ersten Buches der Geometrie des Boethius^ so dfirOe 
man sich leicht für das letzlere entscheiden. 

Das lehhafte Interesse, das Gerbert's Eifer fflr das Studtnn der 
mathematischen Wissenschaften angeregt hatte, erlosch mit seinen Schü- 
lern, und es folgte ein Jahrhundert tieier Unwissenheit. Erst im 12. 
und 13. Jahrhundert begann eine nachhaltigere Einwirkung der hohen 
Cultur der Araber auf die christlichen Länder Eurctpa's, von Westen her 
auf Frankreich, im Süden auf Italien. Es liegt nun in der Natur der 
Sache, dass während dieses Zeitraums einzelne, die mit Arabern längere 
Zeit in Berührung gewesen waren und den Gebrauch des dekadischen 
Zahlensystems von ihnen erlernt hatten, auch in der Heimalh bei Bedh- 
nungen im Verkehr sich desselben bedienten , und es darf demn^ich nicht 
befremden, da^s in den Manuscripten aus jener Zeit die indisdi -^ arabi- 
schen Ziffern neben den römischen vorkommen; die allgiemeinere EiniiUi- 
rung des dekadischen Zahlensystems lässt sich indess seit der Z/eti nach- 
weisen, in welcher Leonardus Fibonacci seine Schriften verfasste. 
Derselbe b^innt sein unter dem Titel: Abbacus, im lahre ISitti geschrie- 
benes Werk foigeijidermassen : Cum genitor mens a Patria pubUcus scriha 
in Duaua Bugea pro pisanis mercatoribus ad eum eon&uentihiis eonstitu- 
tus praeesset, me in pueritia mea ad se venire fadens, in&(ieeta utilitate 
et commoditate futura, ibi me studio abbaci per aliquot dies ita esse vo- 
luit et doceri. Ubi ei: mirabili magisterio in arte per novem figuras Yn- 
dorMm constitutus, scientia artis in tantum mihi prae caeteris placuit et 
intellexi ad illam, quod quidquid studebatur ex ea apud Aegyptum« Sy- 
riam, Graeciam, Sidlian» et Provinliam cum suis variis mocUs ad que 
loca negatiationis causa prius peragravi, per multum Studium et disputa- 
tiouis didici conflictum. Sed hoc tatum etiam et Algorismum atque Py- 
thagorae, qus^i errorem computavi, respectu modi Yndorum. Qaare 
amplectens strictius ipsum modum Yndorum et atlentius sludeos in eo, 
ex proprio sensu quaedam addens et quaedam etiam ex subtilitatibos 
Eudidis geometriae artis apponens, summam hujus libri, quam intelUgi- 
bilitts potui in quindecim capitulis distinctam componere laboraid» fere 
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OHiaia qaae inserui ceiia probatkne ostendens ut ex causa perfecta prae 
caetens modo faanc adeDtiam appetenles instruanüir» et gens latina de 
caetero aiait hactenas absque lila minime inveniator etc. — Libri 
(Hist. des scienc. matbemat. en ludie , Tom. IL p. 20 sqq.) bat fiber die 
tiefe EiDsicbt FibonaccTs und über sein hohes Verdienst um die Wis» 
senscbaft ausfubrUch gehandelt.*) Er erwähnt zugleich, dass derselbe 
als der Stifter einer toskanischen Schule zu betrachten ist, in welcher 
das Ton ihm begonnene Werk, wenn auch nicht weiter gefördert, doch 
unterhalten und gepflegt wurde. 

Das Rechnen mit Hülfe des dekadischen Zahlensystems wurde Älgo- 
rismus, Älkhorismus oder Älgorilhmus**) genannt, während man für das 
aus dem Alterthum überkommene Verfahren den Namen Abacus beibe- 
hielt; da jedoch in den ersten Zeiten der Einführung des indisch -arabi- 
schen Zahlensystems die ältere Methode nebst ihren Zahlzeichen in An- 
spruch genommen werden musste, um das Rechnen nach dem neu ein- 
geführten System zu erlernen***), so vermischten sich beide Weisen, und 



*) Vergl. meine AbhandluDgen : Fibonacci, der erste christliche Ver- 
fasser einer Abhandlung über die Algebra^ und: Die Algebra in Italien seit 
Fibonacci, in Grunerl's Archiv für Mathematik und Physik, Theil 2 und 3« 

**) Ueber die Entstehung und Bedeutung dieses Wortes hat Beinaud 
eine Hypothese aufgestellt, die Beachtung verdient. Er sagt, dass sowohl der 
schon oben genannte Albyruny, als Mohammed ben Musa, der erste 
arabische Schiiftsteller über Algebra, den Beinamen ANKharizmy führen. 
Die Schriften derselben, in denen das indisch -arabische Zahlensystem zu 
Grunde lag, wurden frühzeitig ins Lateinische übersetzt, und man benannte 
das neue System nach dem Beinamen des Mannes, in dessen Schriften es ge- 
funden wurde. Siehe Reinaud Memoire sur i'lnde pag. 303 sqq. 

***) Dass dies Verfahren wirklich im Gebrauch gewesen und sich lange 
erhalten hat, davon giebt unter andern das Rechenbuch von Jacob Köbel, 
Stadtschreiber zu Oppenheim, Kunde, welches im Jahre 151 S in der dritten Auflage 
erschien (S)a3 ncto SRed^enpüd^Icin tote mann uff bcn Sinicn unnb ©pacien, mit SRed^cns 
)}fenningen, ßauffmanfd^afft unb Xegttd^e l^anbelungen, leid^tUd^ ted^en lernen mage, 
sunt S)ritten male gebef[ert unb gu 0))))enl^epm getrüdt 1518). Die Vorrede desselben 
beginnt also: S)iS Sted^enbüd^Iein l^ab id^ bem gemeinen Se^en gu gut unnb nu6 
(3)em bie Sepf^tfeal im an^aa^ ju lernen fd^mere) S)urd& bie gemein Scüifd^ aale 
jtt %xudtn, furgenommen, unb »il $u bem ßrftcn, biefett Xeütfdfe jale, bie uff 
etlid^ ^ud^ftoben au^ bem S( b c perorbnet ift , anzeigen : 3(uc^ tt)ie mann bie 

8* 
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deshalb warden auch beide Namen für das alte und neue Yerfahren ohne 
Unterschied gebraucht. Dergleichen Anweisungen im Rechnen, Abaci oder 
Algorismi genannt, finden sich noch in nicht unbedeutender Anzahl im 
Staube der grösseren Bibliotheken yergraben. 



S^teiben, Sefen unb Serften foDe erdeten. S)omoc^ van ber 3^'^^» Sere, loU i^ 
bi^ bie 8^pfferbale unbettoeifen u. f. m. In dieser anderen Lehre heisst es : 
S)ie ^nbet Set ^eigt an mie bu bie 3eiffer§a( Qi^xtibtn, U\tn, tt^f))te$en unb bet^ 
ften fott. 9Bie mann bie gale, bie mit funberlid^en figuten (unb bei gemein mann 
Seiffem nenbt) Semen Schreiben Sefen unb i^etfteen foQe, toirfiu ^itt no4 clerlid^ 
unbettoeift, mit einer noc^t)olgenben Safein, inn »elcjer Xafel bie soIe ber obge? 
mclten ^ui^^idben unb au^ bie jale ber Seiffem »ie fi^ biefelben sufomen bcts 
gleiten/ unb toai bie beteuten, berftentlid^ angejeigt merben. 



Bellagre II. "") 

25. October 1675. 

Analysis Telragonistica ex Gentrobarycis. 

SU curva quaelibet ÄEC referenda ad angulum rectum BAD^ sit 
AB n ^^n ^ et ultima a? fl * » et BC[~\ ADf]y et ultima y fl ^- P*' 

tet omn. yo; ad a? | | -^ omo. -t- ad y. Nam momentum spatii ABCBA 

ex ilD fit ex rectangulis ex BC\^y in iBpj^^ ^^ ^ero momentum spa- 
tii ADCBA ex iD seu complementi prioris fit ex summa quadratorum 

DC siye -^ dimidiata, quod momentum, si auferatur a momento totius 

rectanguli ABCD ex AD, id 'est ae in omn. x sire 

a-TT-, restabit momentum spatii ABCEA', unde habe- 

tur aequatio quam dixi, qua reformata sequitur 

omn. ya; ad a? + omn. -^ ad y | | -g- , adeoque na- 

rum duarum figurarum in unum junctarum semper haberi quadraturam. 
Qui est centrobarycae apex. 

Sil aequatio curvae naturam experimens: 

(8) (4) B Z 

ay^ + 5a?* + ca?y + da: + ey + /n«; ponatur ya^i |», fiet y | | ^, quo 




*) Diese und die folgenden Beilagen sind so abgedruckt, dass sie ein 
möglichst genaues Bild der Originale geben. 
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valore in aequatione (3) inserto fiel: a— ;+6aj' + ca?- + (teH l-/nö> 

X* X X 

siTe sublatis fractionibus fit a%^ + 6a?* + cx'ä + da?' + e»a? + /a?* j 1 0. 

Sit rursus x^\ |2to eumque Talorem inserendo in aeq. 3. fiel 

(») 
äy« + 2hvo + ca?y + cte + ey + /'n®» adeoque erit 

(10) — ai,» — 2hw cv / ^"^ /^ 

a? I""| — ^ — 5^ '- PI /^2u) et quadrando utrobique fiet 

o'y* + 4aJy*to + 2aey» + 2a/y* + 4J*to* + 46 eiry + 46/tt> + e*y* + 2/y 

(12) 

+ /« — 2c'y»u? — iciyw — 2<J^ fl 0. 

Quodsi jaro curva describatur secundum aequationem 7. itemque alia 
secundiim aequationem 12, ajo quadraturam figurae dnhis* pendere ex 
quadratara figurae. alterius, et contra« Quod si jatn Ioc<r aequationis 3, 
aiiam sumamas altiorem seu tcrtii gradus, rursus duas alias habebimus 
loco 7. et 12, et ila continuando dubium non est, quin cerlam quandam 
progressionem ipsarum 7 et ipsarum 12 babituri simus» ut sine calcolo 
continuari possit in inßnitum non difficili opera. Ex data autem una ali- 
cujus curvae aequatione omnes atiae generali expressione exfaitreri possunt, 
ex quibus compendiosissima eligi potest. 

Datis figurae cujusdam momentis ex duabus quibusdam rectis data- 
que figurae ejusdem area, habetur ejus centrum gravitatis. Dato autem 
figurae cujusdam (aut etiam lineae) centro gravitatis et magnitudine, ha- 
betur ejus monfentum ex äliis quibuscunqUe recliä. Itaque data figurae 
cujusdam magnitudine et momento ex duabus qiiibusdam rectis, dalur 
ejus momentum ex qualibet recta data. Hinc etiam multae quadratufae 
ex quibosdam datis. Momentum autem cujusdam figurae ex recta qualibet 
etiam generali calculo exprimi potest. 

Momentum divisum per magnitudinem dat distantiam centri gravita- 
tis ab axe librattonis. Sint in eodem piano rectae posiiione datae, sSfe 
parallelae sint sive productae concurrant in F. Momentum ex BC inVeto- 

tum sii ha\ momentum ex BB inventum sit c^\ Area fiigUrae «t «*, erit 

6a' 
distantia centri ^avitatis a recta BC^ nempe CG[~\-^^' et distaotia ejos 

a recta DJS, nempe EH f] — , ergo CG ad EH est ut 6 ad c, sive ra- 
tionem faabent datam. Ponatur jam rectam EE in eodem piano manen- 
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teift pei^currere normaliter ipsam DE, et 
rectam CG percurrere normaliter ipsam BC, 
et apicem G rectam G(iV), apicem Tero H 
rectam HN, vestigium scilicet suum relfn- 
qaere« Necesse est si BC et J)J7 alicubi 
concurruAt, etiam G{N) et HN alicubi con* 
V(0 ^ currcre, sive intra sive extra f. Concurrant 

^ >]r in L, erit angulus HIG aequalis angulo 

SFC, et angulus PIQ (ponendo PI n SB 
et £<? n CG) erit supplementm ipsios angali BFC ad daos rectos , adeo- 
qae erit datus. Juncta PQ babebitur TriangulttmPQE, cujus dabitur an- 
gulus verticis L ad rationem lati^rum ad yerticem QL ad LP. Cum ergo 
sumta Bl vel (B)(L) quantacunque , angulus BLP semper maneat idem, 
ac praret«rea sit ut BL ad LP tta (B){L) ad (£)(P), erit efiam ut Bt 
ad (0)<X) ita LP ad (£)(P;, quod contingere patet, si etiam FL ipsfs 
proportianalis, seu recta transtt per FL{L) etc. Dnde cum non dentur 
plnra hie loca, sequifur locum esse rectam. Datis ergo duobus momen- 
tis figorae ex duabus rectis non paralleiis, dabitur figurae momentis ex 
tril^as axibus iibrationis, qui non sint omnes parallel! inter se, dabitur 
figurae area et centrum gravitatis. Ecce apicem Centrobarycae. Si den- 
tur dno ejusdem flgnrae momenfa ex duabus rectis inter se paraUeKs, da* 
bitur figarae' area, sei non centrum grafvitatüs. 

Cum sit finis Centrobarycae ex datis momentis invenire di.mensiones, 
hinc babemus duo theoremata generalia: si dentur ejusdem figurae mo- 
menta duo ex duabus rectis si?e axibus librationis paralleiis inter se, da- 
bitur ejus magnitudo; item si ex tribus non paralleiis. Hinc jam videtur 
metfaodus patere ad inveniendas curvas Ellipticam et Hyperbolicam ex da- 
tis Circuli et Hyperbolae quadraluris. De quo Schediasmate peculiari. 

26. October 1675. 

Alia Anatyfilis Tetragonisrtica haberi potest ope curvarum. Scilicet 
eflfdeM cufrva in drver^a resolvi^tuf Blomenta, prout ad diversas reclas 
o^dinatae f^Tetnniut. Gnde diverdae quoque oriuntur ßgurae planae» 
ottrrse propoticae Elementis hotfiogeneae, cumque ex data curvae dimen- 
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sione iDveniantur omnes, sequitur ex data imius figurarum hujasmodi di- 
mjonsione etiam ceteras haberi. 

Aliis modis inveniri possunI figiirae quae ex alia pendent, si ordi- 
natae figurarum quarum quadratura habetur aut quarum quadratura ex 
data habetur» adduntur datae. Quemadmodum tractabiliora sunt spaiia 
quam curvae, quoniam pluribus modis secari ac resolyi possunt, ita 
tractabiliora sunt solida planis et generatim superficiebus. Itaque ubi 
methodum qua superficies examinamus> ad solida transferemus > multa 
nova detegemus, et facile saepe demonstrabimus de superfifiebus per so- 
lida, quae in ipsis superficiebus dirficulter ^abentur. Eleganter observa- 
vit Tschirnhausius pleraque ab Archimede demonstrata, ut quadraturam 
parabolae, et quae ab bis pendent circa sphaeram, conum, cylindrum, 
ex sola solidorum rectilineorum sectione ac compositione manifesta 
ac palpabilia reddi posse. Modi varii describendi nova solida: Si expunclo 
in subiimi posito recta rigida descendens circa planum ducatur, cujuscua- 
que illud sit figurae, coniformium genera producentur. Nam si planum 
circuli circumferentia termiuatum sit, orietur Conus rectus vel scalenus. 
Ita sifigura, quae pro basi est, seu planum, aliquod centrum habeat, ut 
Ellipsis, orietur coniforme CUipticum rectum, si punctum datum centro 
immineat, sin minus, scalenum. Aliud coDoeides, aliud coniforme El* 
lipticum. Si linea rigida ex puncto descendens sit circularis aliave cur?a, 
tunc aut puncto vel polo illi ita aifixa est, ut non nisi unius in eo 
motus libertatem habeat, scilicet circa quendam axem, et tunc necesse 
est, ut basis seu planum sit circulus, et ut centro ejus immineat punctum 
vel polns. Sin aliter, necesse est ut linea rigida aliorum habeat motuum 
libertatem, nempe seorsum et deorsum, aliterve, secundum quandam 
rectam, et tunc semper ubi opus erit, ascendet descendetve, ut semper 
planum datum sua circumrotatione circa axem attingat* Et hoc est se- 
cundum coniformium genus. Tertium genus est eorum, ubi praeter 
motum illum duplicem gyrationis cum axe, et exaltationis et descea- 
sionis, curva sola vel axis solus vel etiam figura cum axe rursus alles 
interim motus exercent, vel ipsum etiam punctum interim movetur. 
Aliud: Difi'erentiarum momenta ex perpendiculari ad axem aequan- 
tur complemento summae terminorum, sive Momenta Terminorum aequaotur 
complemento summae summarum , sive omn.ano f) ult* x, omn. w „— omo. 
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omn. V). Sit xw f\ az, fiel to n — , fiet omn. 

-—' ^ az az 

ax n ult. Jp omn. — — omn. omn. — -, ergo 

s. omn. — n ult jp, omn. —j — omn. omn. 

®"°* "^ * "^j fl**® valore in acqu. praecedenti inserto 



«« ..u ^ az 



fiet: omn. az n ult. »* omn. -y — ult. o;, omn. omn. f^ _^ 



omn. «It. jr. omn. -^ — omn. omn. —2* ^^ ^^^ ^^^ potest in infinitum, 

US X 



Omn. — ri ^ ö^D- —5— omn. omn. -j, et omn. a f*] ult. s omn. •— — 

omn. omn. — , quod postremum theorema exhibet summam logarilhmorum 

ex data Hjperbolae quadratura. 

Numeros abscissas repraesentantes soleo appellare ordlnatas, quia or- 
dinem terminorom sive ordinatarum exhibent* Si quadrato ordinatae figu- 
rae quadrabilis addas qoadratum rectae constantis, radices summae duo- 
rom quadratorum repraesentabunt curvam quadratricis. Quod si radices 
summae daorum quadratorum dent figuram quadrabilem, etiam curva 
erit rectificabilis. Datae progressionis cunram describere : a Termino pro- 
gressionis quadrato auferatur quadratum quantitatis constantis; radicum 
ex duobus quadratis figura quadratrix descripta curvam babebit quaesitam. 
Curra rectificabilis non ideo est descriptibilis. Descriptae curvae elementa 
pluribus diversis modis enunliari possunt. Gomparentur diversi modi enun- 
tiandi elementa curvae cum diversis modis enuntiandi figuram ei homogeneam, 
prout ad diversa refertur. Imo et solidum curvae homogeneum adhuc plu- 
ribus modis enuntiarl potest; et superficies homogenea curvae vel figurae. 

29. October. 1675. 

Analyseos Tetragonisticae pars secunda. 
€redo nos tandem dare posse methodum, qua cujuslibet figurae 
Analyticae figura analytica quadratrix inveniri potest, quando id possibile, 
aut quando id fieri non potest, poterit tarnen semper figura describi 
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analytica, fuogens yice qaadratrids qoam proxime. Hoc ita condpio: 

Proposita sit aeqoalio figurae cujas quaeritur quadratrix, cujus incognitae 

(I) 
SB et t». Sumatnr aeqnatio ad eufvam mdeterminatam : v n ^ + CJ^ + 

äy + ex^ + fg^ + gyx + hy^ + te* + mxyg + gsr etc. OrdU 

netur ad tangentes hoc modo: — dy — 2/y* — j^x — 3Ajf* — 2msy^ 

— mx^ etc. n ^ + 2«jr/ + gyt + 9lx*t + my^t + fiyxt etc. Jam 

— n — ; ergo ex aequatiene - fl "" ^^l^^öde ipsas * et y ope aequatio- 

num 1 et 2 debet prodire aequatio illa ipsa, quae est figurae curvilineae 
ad qoadrandum propositae, et confereirdo teriüinos pfoductae termiois 
dalae, si nulla est in conferendo impossibilitas , habemus quadraturam. 
Sin oritur impossibilitas, certum est figuram analyticam propositam non 
habere analyticam quadratricem. Facile autem apparebit si quae ei ad- 
dantur, quae eam insensibiliter immutent, posse inde figuram fieri qua- 
drabilem, ob aliam plane aequationem prodeantem. Caeterum ut nnpo^ 
aibilitas appareat, considerandae sunt diificultates. Nimirum obstat quod 
aequatio producta est proiixitatis infinitae, data autem definitä. RespoB^ 
deOy eo ip«o dum comparantur» videbilur quousque maximae poteslates 
incognitarum indefinitae excurrere possini. Regeri potest, fieri posse ut 
producta aequatio indefinita plures babeat terminos quam finita data» el tar 
men ad eam reduci possit, quod scilicet per aliam vel finitam vel indefini** 
tarn di?idi possit. Haec difficultas me diu jam anno abbine teauit, sed 
nunc Video, non debere nös ea deterreri. Nam nunc fim^i potest, ut me- 
tbodo tangentium ex figura quadam determinata (cujus- aequaiiO' sit indivi- 
sibilis per rationalem) oriatur figura ambigua, quia aoa pottest ad unum 
punctum figura quaelibet nisi unam habere tangeniem. Ergo aequatio pro- 
ducta neque per finitam dividi potest, neque etiam per indefioitam^ nam 
etiam figurae indefinitae revera, seu quarum ordinatae exprimuntur aequa- 
tione infinila , habent ordinatas easque aliquando finitas quae deberent satis- 
facere. Tametsi dißicultatem adhuc exiguam praevidfeam , qsoi seilJeat vi- 
deatur fieri aliquando ut radices aequationum omnes non servant ad proble- 
maus solutionem.^ Ego tarnen , ut verum fatear, credo» Alia es4 dittcultas 
satts magna, quod scilicet fieri possit, ut aequatio fioita exprimatur edanl 
per indefinitam) adeo ut aequatio producta cotncidei?e pdssit oam datai etai 
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id noA aniftreat» v. g. y* fl f-r — Fl *"•" J?* + jt* + ** + *• + 4p* clc. 
et ita infinitae alian possiM formari Tarin compositionibas et dmBioiii* 
bu9. Blc, fateor, difficilis nödue. Se^il re^onderi sie poteet: ti quam ha- 
bet fignra quadratricem anafytieam, tftique ipsa sab indefinita intelligi pot« 
est; et tQBfc nett dabit utique indefinitamf, sed fiaMam datae aeqinyaleDtem. 
Eodem modei eertum est, etiam qtfadratrieein datae ordinarie traetatanf^ 
si qua est, datam solam hob ainbigafaön datarano, adeoque et ifia, quae 
ab ea nM nlsl nomine differl. Una snp^est difficttUas, non videri judi- 
cari ^86, quis ät uUinms Tel primus terminiis produetae indefinitae^ 
qdia potest fieii ul lermini inferioriBS destruantur, et tunc ipsa sit divisi- 
biKs vel per y vel per x yel per yx aut barum potestates. Et hoe non 
Tide«» quid prohibeaU Eadeidque maoet dilfieoltas siTe a minimo sive^ 
maxime grada ineipiaa assnmtam iniCio aeqüationem indefinitam. Pone 
ergo in ae<)aalione producta diTidi posse, necesse est absit quantitas 
cognita, item absint oaines termini, ubi sola x, yel si mayis, onmes ter- 
mini, ubi sola abest y, qood si id examinando eontinue inciditur in im- 
possibüitatem. In calculo hoc generali tunc pro certo habere poterimus 
sohilam esse hanc diiBcultatem nee nnqnam posse eyenire talem diTisio« 
nem posi calcolum; sin fieri potest, tunc alii post alios destruentur, ut 
deprimi possit aequatio producta et instituenda comparatio^ et tunc ti- 
dendum, an non generaliter eyinci possit, procedere non posse compa- 
rationem utcunque procedarous destruendo. Forte si figurae quadrandae 
redigantur antea ad simplidssimas aequationes, facilius deteg^ntur impos- 
sibilitates. Nam etquadratrix praesumitur fore simplicior. Succurritad- 
hac aliud auxilium, quod scilicet yarii ad idem ducenles plane diversi in- 

ter se calculi iostitui possunt, quorum producli compa- 
rabiles. BL H y, WL Fl h BPHp, TB Fl t, AB Fla?, 
GWTl a, yf] omn. L Ut obiter dicam, sunt nuroeri 
compositi, qui sibi addi non possunl yel demi per par- 
tes, nempe denominati a potestatibus seu sub potestati- 
bus sive surdi. Sunt alii numeri denominati, qui nee 
in se muliiplieari possunt per partes, et taies sunt nu- 
meri summarii y. g. omn. l don possunt muUrpIicari 
in omn. p, nee enim fierät» y^ll* omn. omn. pL Ut 
tarnen multiplicaiio iUa fieri in rebus intelligatur, sie 
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agendam: Volamus, spatium, quod repraesentet omnes p in omnes I, non 
poterunt serrire duclus Gregorü a SU Vincentio, quibus figurae in figuris 
dicantur, sie enim non dacitur una ordinata in alias onmes, sed una or* 
dinata in unam. At inquies, si una ordinata ducenda in alias omnes, 
prodibit spatium sursolidum, summa nimirum infinitorum solidorum. Huic 
male remedium reperi sane admirabile. Repraesententur omnes l per li- 
neam infinite parvam WL, id est opus est linea quadratrice omn. 1, erit 
linea BL f~| omn* {, quae ducatur in omnes p figura plana repraesentatas, 
fiet solidum. Si omnes l sint recta , et omnes p curva , fiet superficies 
curvUinea, ductui homogenea. Sed haec yetera; Ecce jam novum: Si 
ipsis WL, MG seu omnibus l imponatur singulis eadem curva repraesen- 
tans omnes p, debet antea curva p esse ejusdem plani, et sibi semper 
parallelo ejus piano existente per curvam AGL ferri, et habebitur, quod de- 
sideramus. Loco curvae et planum variis modis terminatum ita ferri pot- 
est per curvam, et fiet solidum; priore modo superficies curvilinea; et 
superficiei sive solidi Sectio semper eadem« Possumus tamen fiogere quod 
decrescant interim inter ferendum. Videndum an certus sit numerus su- 
perficierum analfticarum, ut linearum analyticarum, sedbaec obiter. Nota: 
superficies curvilinea facta motu curvae sibi parallelae per curvam aequa- 
bitur cylindro curvae sub BL, summa omnium I, sed haec obiter. Porro 

l P ,^ omn. l m w^ l w .. 

— n frzr- > ergo p n *• «aque omn. y — non vult dicere 

a ' ' omn l[^y °''a ^ ^ a 

I I *.. «— t Sf 1 * r-v omn.l, 
omn. y m omn. l nee y omn. l ; quare cum sit p n ' ^^^^ P fl h 

hoc vult dicere omn. l ductas in unum illud quod uni illi p respondet; 
ergo omn. pH ö™'^' '"' '> ^H^^ aliunde demonstravi omn. p fl "9" 

sive n '2 ' ^^^^ habemus theorema quod mihi videtur admirabile 

et novo huic calculo magni adjumenti loco futurum, nempe quod sit 

omn. l [2] __ r l ,. •* » -j A • * ■• 

rt n ^™D' 0™*^' • ~ quauscunque sit I, id est, si omnes I du- 

cantur in ultiroam et aliae omnes l rursus in suam ultimam, et ita quo* 
ties id fieri potest, summa herum omnium aequabitur dimidiae summae 
quadratorum, quorum latqra sunt summae ipsorum I, seu omnes I. 
Pulcberrimum ac minime obvium theorema. Tale est etiam theo- 
rema: omn. xl PI jr. omn. { -- omn. omn. {, ponendo { esse terminum 
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progressionis et s esse nomerum qni exprimii locum seo ordinem ipsias l ei 
respondentis, seu x esse numerum ordinalem, I rem ordinatam. Nota: 
in his calculis obscervari potest lex homogeneorum, nam si omn. prae- 
figatur Dumero seu rationi, vei infinite paryo, fit linea; si lineae, fit su- 
perficies, si superficiei, fit corpus; et i(a in infinitum etiam ad dimen- 

siones. Utile erit scribi / pro omn. ut / { pro omn. l, id est summa 

ipsorum L Itaque fiet -^ fl //' "" ei / xl f\ x il — / /l 
Et ita apparebit, semper observari legem homogeneorum, quod utile 
est; ut caiculi errores yitentur. Nota: si .analytice detur /{, dabitur 



si detur / / h 



'ß 



etiam I, ergo si detur / / h dabitur etiam {, sed non si datur l, dabi- 
et /l. Semper /^f]-^' Nota: omnia haec theoremata Tera de 



tur 

seriebas, in quibus differentiae terminorum ad terminos rationem habent 

minorem qualibet assignabili ix^ n -rr. Nota jam , si termini sum- 

mandi affecti sint, quomodo hinc aificiatur summa, regulam generalem 

talem: v. g. / -{ p^ X /^t scilicetsi 7 sit terminus eonstans, ducendus 

est in maximum ordinalem; quod si sit terminus inconstans, tunc tra- 
ctari non potest nisi ad ipsum I reduci possit, vel utcunque ad quanti- 
tatem communem nempe ordinalem. Nota: quotiescunque in aequatione 
tetragonistica non nisi una est litera varians, ut I, tunc potest poni esse 

terminus eonstans, ei /l erit f]^* ^^ ^^^^ fundamento innititur theo- 



,et/r 

f^ fz x^ r 

tema: / o" Fl IJ^^^ *^ ®st — n Ix, Eodem ergo modo statim in- 
numera similia possunt solvi, ut /— yp + 6a*+ /P + ll^r\^^^^ 

CX^ X 

quaeritur qualis sit $ 5 fiet a»e (1 -y + *«** + J "^ ^*'" Nimirum 
/i* n^' V^^ 'n ^ supponilur calcuIi causa / 'tH^' /c«M* 
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n^, id est n ^-jy /6«*n /^*«- Inlelligilur autem a esse uni- 
tatem. Satis haec nova et notabilia, cum nomm genus calculi inducant. 
PoDo ut ad priora redeamus. Datur l, relatio ad x^ quaeritur iL Quod 

fiet jam contrario calculo, scilicet si sit /(fly^* Ponemus 'fl^' 

nempe ut / augebit, ifa d minuet dimensiones. / autem significat 

summam, d dififerentiam. Ex dato y semper inTenitur ^ sive { sive diffe- 
rentia ipsarum y. Hinc aequatio una mutari potest in aliam, ut ex aequatione: 

/ cjp n 4^^ facß^e possumuS c / l^f] "1^ . Nota : /^ + / — 



n / T- H • Eodem modo -tt + -r- IH ^ « Sed ut ad supc- 

\J h e dh de^ ^ d 

riora redeamus. Investigare possumus iiyiSy primum sumendo y et 
quaereado ^ D' datae; deinde aliter siMfteiido — f)y sive sumendo v2ajf 
n » et inde -rriPri^n^- Quare si in aequatione indefinita, in 
qua y et o;, tollamus y substitueodo in ejus locum — ' et iofveatigeinus 

JLCL 

ipsam t hujus novae aeqnationis indefinilae ut ante prioris; denique ope 
valoris y- fl ' et novi valoris t ex indefinita ä, conünente ipsas z et r, tolla- 
mus, restabit sola ex istis (tribus) x, %, t, l, litera l, et debet rursus aequalio 
prodire quae eadem esse debet tum cum data, tum cum pauioimte producta. 
Unde cum habeamus duas aequationes ind^finitas earundem non tantum capi- 
talium, sed et arbitrariarura, non nihil tamen dissimiles, quae coincidere dc- 
bent, facere apparebit au aliqui termini possint toUij an possibiles sit ista com- 
par^io, aliaque id genus, et quod caput est, qiai t^ripini vor« xs^mm e* j»ini»i 
seu numerus terminorum aequationis. Sed quoniam in Triangula sixnilia 
TBl, GWL, IfiP noudum lutraYit absoissa g^ aeu puqotum fijKom 4, öi- 
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mirum ex poncto guodafn iSio Ä dacatur AJQ indefimta ipsi LB paral- 
lela» oGcurrens Ungenti LT in /, et ait AQ n ^^9 biseceturilf in iV, ajo 
Mimmam onunium QN aeqaari semper Triangulo ÄBLy ut facile demon- 
strari potest ex al^bi a me dictis. Quae rursus norum daot calculi fun- 

"T" riy ' ponendo BL f\ v et ßiV ("] i 
- n — r- ergo AI n — 7—v ci Vi n v—Al n v :- v + 

V 



damentum. Nimirum 



et 9 n /'• 



"^ n *-7^ ergo i/ n ^^ t> et 0/ n « - ^/ n ^ - 7- ^ + 7^, 0/ 

n — TT* — n *• Et ope hujiis 



t 

XV 



2t 



2t 



aequationis — 5- — | | * et hujus y n "9"» ®t Jlla ipsa prima aequatione 

iod^oita seu generali, jam tertium resuinta, toUendo primum y, deinde t 
ope inventi faloris ipsius t ad J? in aeq. ex jt, 1; indefinita, ac denique 
xv + tv 



V ope aeq. 



9t 



P|I, habebitur rursus aequatio, in qua solae capita- 



Uum festabunt J* et 2, ut ante, quae concidere debet iterum datae. Ha- 
beaitts ergo tpes aequatiooes productas diversis viis inventas, quae inter 
se et cum data coincidere debent et hae quidem tres non tantum sunt 
coincidentes , sed et iisdem constare debent literis et vocabulis, quod an 
fieri posait, a^alytice proiecto mox apparebit. 



l.No^enü»^ 1675. 

Analyseos Tetragonisticae pars tertia. 

Diu est quod obserravi, dato curvae 
ABC vd figurae curTÜineae BABCE mo- 
mento ex duabus rectis inter se paral- 
leHs, ut GF, LH (vel MN, PQ) haberi 
aream figurae, quoniam duo momenta 
diSerent inter se cylindro figurae, cujus 
altitudo distantia parallelarum. Hoc ye- 
rum est in omnibus progres&ionibus siye 
numerid^ sive linearibus , id est etiamsi 
non adhibeantur jßgurae curviKiieae , sed polygona ordinata, id est tametsi 
differentiae inter lera^os non sint infinite parvae. Sit qualibet quantitas 
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ordinata ni %, sit numerus ordinalis Xj eiit 5 omiu ib PI ^ omn. %x + 
omn. z'^x + b , idque per se patet ex solo calculo. Ope hujus regulae 
mTemuntur summae terminorum progressionis Arithmeticae replicatae reci- 
procae. Et haec muhiplicatio locum habet, cum quaeritur momentum or- 
dinatarum ex recta ad axem perpendiculari. Sed si quaeritur momentum 
ex alia recta, regula generalis haec est: ex quantitatum, quarum summae 
mom^tum quaeritur, singularum centris gravitatis ducatur perpendicularis 
ad rectam lihrationis, summa rectangulorum sub distantüs sive perpendicu- 
laribus et quantitatibus aequabitur momento ex recta data. Unde si sit 
recta aequilibrii axi eadem, statim sequitur momentum figurae ex axe 
aequari summae quadratorum dimidiatorum. Et cum axi parallela est, ab 
eo dilferre data quantitate. Sed sumamus aliam rectam; in circulo exempli 
causa sit quadrans ABCD ^ yertex B, centrum D, detur alia recta EF ita 
scilicet, ut datae sint DF perpendiculaiis et f!ff, quo diameter ei occurrit, 
adeoque ei DB. Sint ordinata circuIiffB, cujus dimidium punctum £; du- 
catur IM perpendicularis ad JßP, patet triangula BFD et BMIi (ff punctum 

int&rsectionis HZ, AD) et LHN esse 

similia. Sit AD Hs, erit iST^ Fl a 
- — 2 — ; jam ob triangula similia 

ergo HH Fl 




n 

NH 



n 



-^i^^^P n iJ, ergo ENn DE 



(-| e)^ED (n X) -iVJT (n ^ y) , ergo ENne-x — -^. Jam W 



. - . MN NH 



<<» 



NL 



d 



NB EN (f«^ * — *" — If „ <» ^y 

MN n „r adeoque MN n -^ .. .^ , H jj^=^e-s—^^ 



,,eoque MN H -^^-^^^ - n -^- 



et MLn MN + NL n 



N 



d , , ^ 4.x. /iL + 



1 



(e n V/*— (J*) sive ML n 



dy[p^^^—x—4fV^ 



V 



y 



V<*'+^ 
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I I .. — — ' qui calculufi cuilibet curvae cocquiuius est, sumta 

semper s pro abscissa et y pro ordinata. Rectangulum ergo sub ML et 
HB (pi y) sive momentum cujusque ordinatae ex recta EF ponderatae 

d ylp — d^jf — jy + 4y' 

sive toa erit p 7-- . Ergo omn, u> habebuutur ex 

Vd + f 

datis omn. y, omn. Xjf et omn. y', vel etiam si ex bis quatuor dea«- 
tur tres, dabitur quartum. Jam omn. sy aequantiir momento figurae 
ex vertice, omn. y^ aequantur momento figurae ex axe; ergo datis 
tribus figurae momentis, ex duabus scilicet rectis inter se perpendi- 
cularibus et tertia qualibet, datur ejus area. Sed boc tarnen tbeo- 
rema minus generale est, quam prius in prima bujus Schediasmatis pa- 
gina, ubi nihil refert quis sit angulus rectarum, modo dentur tfia mo- 
menta. Intelligitur autem semper in eodem piano (Hoc interim tbeo- 
rema sufficit ad curvam Hyperbolae primariae, si / sit infinita seu si FB 

et ED parallelae, fiet <{y + %- H ^^ ' 4^^^ dudum constat). Notandum, 

diversis calculis aream quantitatis, cujus centrum gravitatis (etsi non ipsa 
tota) in piano dato positum est, ex datis tribus momentis ex tribus ejus- 
dem plani rectis inyeniri. Unde yidendum, an non comparati inter se 
eventus quiddam novum praebeant. Si non figurae, sed curvae omnium 
BP, PC etc. momenta qoaerantur, ex punctis B, P, C, tantum ad rectam 
demiltendae perpendiculares sive ordinatae ; nibil enim refert, ex extremo an 
medio ipsiusfiPv. g. ducantur, differentiae enim infinite parvae inter duas 
ejusmodi perpendiculares. Ergo curvae elementum appeilando ;8f, momen* 

* ur a . ^V/* — d^Z — dx% + fyz 

tum curvae ex recta EF fiet — ^ , •^^— . 

yld^ + P 

Pleraque theoremata Geometriae indivisibilium , quae apud Cavale- 
rium, Vincentium, Wallisium, Gregorium, Barrovium extant, statim ex cal- 
culo patent, ut v. g. perpendiculares ad axem aequari süperficiei seu mo- 
mento curvae ex axe, nam invenies perpendicularem aequari rectangulo 
ex curvae elemento in ordinatam. Talia igitur theoremata non aestimo, 
queidadmoiduiii illa quoque de applicationibus intereeptarum in axe (inter 
tangentei e( «wdinatas) ad basin. Talia ergo theoremata nihil novi dete- 
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gunt nee nisi calculi compendia praebenL Al memn theorema 4e dimen- 
sioM segmentonmi rem detegit nofam, quia Bpatiam, cujas qaaeritar di- 
mensio» aiiter resolvit, nempe non tantum in ordinatas, sed in triangula. 
Centrobaryca eliam forte aliquid detegunt novuro. Poterit forte facilis me- 
ihodas trddiy qua sine figuris, calculo deducantur ex ligura» qnae ex ea 
pendent, Gregorü theorema de ductibus parabolarum subalteniig aequali- 
bus cylindro patet statim ex calculo, nam cireuli ordinata y {~~\^ä^ — x^, 

Id est n V« + •* ^D Vfl— *; eodem modo ^iav — v^ f^ y, ergo y 
^tT in ^2a — v, quae duo eodem redeunt. Si eadem ordinala y per 
quandam quantitatejp z muUipIicelur, et postea per eandem z+ cognita 
sWe constante 6, erit difTerentia summarum productorum aequaiis cylindro 
figurae; ut zy ,y — siy+by fl by- Hoc elsi per se manifeste pateat in 

genere , applicationes tarnen non semper manifestae. Sit v* g. 



id est 



X, s 



^ax + hf ^as-^b 



PI y, multiplicando per ^ax + büei 



tfx— »* 



V«*— * 



(Jf) el multiplicando per v«jr-**( fiel j — . (0): quMiiaai autem pro 



OT' 



b^x 



' .^ fieri potest s -f — ^^r^ » quae pendet ex quadratura byperbolae, 

itaque nna ex bis duabus data C ^^ O * dabilur et altera , sopposila by- 
perbolae quadratura. 




Stii^otte cnnrae evidain in aliquo piano poaitae BOPS .ia ponclis C, 
D, M impoQi aUecMi imnrae f 6H (imoet ßäitt) ordinatM peryoidicih 



r 
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lariler ad planum, et ita ut mediam ordinatae punctum incidat in planum, 
palet ipsas LG, MD, NB, ductas in FL, GM, HN, id est in C, D, E 
impositas curvae BCDE seu rectangulum FLG, GMD, ENE, sive ductum 
horam duorum planorum in se invicem aequari momento omniura LC, 
MD, NE etc. Cnde si PR sit alius axis et intervallum a QL recta PQ, 
momentum ex PR differet a memento ex QL cylindro jpsarum LC, MD etc. 
in PQ. Quod si jam tum ex recta PQ^ tum alias ex alia recta, ut TS, 
aliud haberetur momentuni ejasdefln figur^e ordinatarum LF in C imposi- 
tarum, tnnc haberetur etiam cylinder omnium LFy quod probo: quia ap- 

pellando QL, x; CL, y, erit TC [~] — o; + — y + A, quae ducta in ip- 

um ;k {LF Tel MG f! *) d*l>'^- —zx + ^yz + hz. Jam zx datur, 

supposito momento ex PQ, quod semper idem, sife sint ipsae «, ubi 
eraot in £F, MG etc. sive sint positae in C , D, E, Datur et yz^ sive 
rectangulum pro FLC sive ductus ex bypothesi. Ergo si detuf adhiif 
nnum momentum ordinatarum curvae in (7, D, B impositarum , sit ipsua 

aequale -^ ^o; + ^ y% + hZy dabitur hz seu cylinder quaesitus. Hinc 



eiigeftdae curvae JCDJ? taiesi ut per diversas earum ordinatas vel in axem 
QLy vei in axem TS multiplicari poasiot ordinatae curvae datae cum uti- 
litate quadam aen sioqilicitate, ad quod eae curvae utiles, quae plures 
bi^t axea utiles, ut Hyperbola drcularis seu primaria, qi|ae duas habet 
asy^ptotos, et «tem, et axem conjugiatum. 



» * II 
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Beilagre III. 

11. November 1673.*) 

Metliodi tangenlium inversae exempta* 

Jam superiore anno mihi proposiieratn quaestionem , quae in- 
ter difficilliinas totius Geometriae baberi potent, vel ideo quod nihil 
conferunt methodi haetenus vulgatae. Ejus bodie solutionem re- 
p«ri cujus analysin dabo : Nimirum quaeritur curva C (C) in qua ipsae 
BP mtervalla ordinaiarum BC^ et p^pendicularium ad curvam PCy in 

HxeÄBi^B) sumta, sint ipsis ordinalis BC 
V reciproce proportionalia« Sit älia recta 

AD(D) ad ipsam AB{B) axeni norma- 
lis , ifi qiam ducantur ordisatae CD , ita 
ut ipsae AD abseisnia ex axe AD (D) sint 
ipsis BC ordiiiatae ad axem AB (D) ae^ia- 
Jes ipsis AB absoissis ex axe AB (B). ApeU 
lemus AD=:BC=y, ei AB = DC^s\ 
ipsam BP vocemus w et ipsam B (B) to- 
cemus z. Constat ex alibi a me demon- 




stratis : esse 



y««=i'. 



sive esse 



WZ s= ^- 



2l**)* At ex quadratura Trianguli 



*) Mass 1676 beissen. Es ist mit dieser Jahreszahl eine Fälschung 
versucht worden. Die .Spuren davon sind deutlich zu sehen; der obere Zug 
der 5 ist wegradirt und dafür mit schwärzerer Dinte der obere Zug von 3 
gesetzt. 

**) Leibniz hat am Rande bemerkt: J summa« d differentia. 
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patei esse ^^ s jf. Ergo tr« = y. Jam ex bypothe&i est, u' = -, iu 
enim erunt ipsae w ipsis y reciproce proportionales. Ergo fi,et: — = ^, 
adeoque » = ^, Jam /« = a?. Ergo a? = /?^, At /^ = ^ 

ex quadratura Parabolae; ergo x = ^r-, quae est aequatio explicans 

relationem inter ordinatasjf et abscissaso; curvae quaesitae C(C). Inven- 
tam ergo babemus curvam quae est Analytica, et uno verbo Parabola Cu- 
bica, cujus yertex A. 

Videbimus ergo, an verum sit hoc Theorema sane memorabile: 
„In Parabola Cubica C (C) sunt BP intervalla perpendicularium ad cur-" 
Tarn PC ei ordioatarum BC ad axem , in axe ABP sumta ipsis ordinatis 
BC reciproce proportionalia.*' Hoc calculus tangentium facile ostendet* 
Aequatio Parabolae Cubicae: a;^^» ^s, ponendo c latere reclo, sive pro 
c' ponendo iba^ sive e = ^iha , fiet: 3xba^y\ Ergo ex metbodo 

tangentium Slusii erit ^^ r-9 ponendo BT=i t^ interyallo inter tangen<» 
tem et ordinatam in axe. Jam BP^sa w est aar ^. Ergo 10 = ^«^^» 

* y^ y 

ba 
Sunt ergo ipsae w ipsis y reciproce proportionales, quod desiderabatur. 

Analyseos bujus- artificium in eo fuit, quod ex ordinata abscissam 
fecimus, cujus stratagematis antea non yenerat in mentem, Non est dif- 
ficilior quaestio, si quaeralur curva, in qua ipsäe BP intervalli3i ordina«^ 
tarum et perpendicularium sint ipsis AB abscissis reciproce proportiona- 
les. Nempe w = — ; jam iw = ^ , ergo y = y 2 iw vel y 2 / — . 

Jam iw non pot^at inveniri nisi ope curvae logaritbmicae. Ergo .et figiira» 



zr 



quae satisfaciat, est in qua ordinatae sunt in subduplicata ratione loga- 
ritbmorum ab abscissis, quae figura est ex nuniero Transcendentiüm. 

At revera difficilior est quaestio^ cum quaeritur ut ipsae AP sint 



a» 



ipsis BC ordinaUs reciproce proportionales. Nempe a;4-toas— et 
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et fiet: a; + ^^-. =: — . Ponendo ipsas sb arithmeücas, ml-z=s 
^ 2d d 9 '^ « 

«oBsUns et fiet: » + fj = ^ «' /« 7/ y "" 2' ** 1 "^ 2 ~/7 

sive rfflö* + y* = — . Jam junctae iC, i (C) sunt = yjx^ + y*. 

Centro i, radio iC, describatur arcus CB, ita ut iP cadat in rectam 
ÄB(C), crantip8acif((7)differenliacinlcril(7eti(C),8ivc5ifC= e = rfa;' + y*. 

£rg^ =s — • Si ergo liceret y sumera Arithmeticae progcagsioniB» ha- 

beremus quaesitum { videtur tarnen nihil relerre, etsi 4^ preffräsiilonis lirith« 
inetioae sHmserlmue. Sumlis enim ^»progressionis Arithm^lf^e, stquKur, 
ipsis AB aiye y esde ipsas RC sive e reciproce pi^p(»rtioiidh9. Qüod 
si iaütein sunt semel, erunt semper. Summa^ autem infinit^rnm reciproce 
proportionaUam habentur, qaacunque siot prDgressione, ex quibm re^lpt'oCd 
proportionales samuntur, neque enim hie rectaagiilorum uUa raiio habe* 
tfjLV, ubi aequali altitudine opus est, sed summa iinearum, omnium scili- 
eel B {€) $ initnr, Sed jam Video difficultatem ipsatn omnium e summam 

sive omHes — , sive ipsas A{C) non haberi, nisi sciatur cujus progres- 



sionis sint ipsae y. Quod hoc loco ignoratur, quoniam ipsas x necesse 
est esse pirogressionis Ärifthmäticae, non ipsas y. ISin jam in aequatione 

raperiore ^ + qj *^ T ^ "' faci^inus y progressionis Aritbmeticao, fiet : 
a; + ^ = — *) et .a?sf + ^ Ä 0^5 iüao generaliter neutri assignando 

progreisionem , fiel; xy + y-p-= a^ (Q)* Sed non^um quicquam prae- 

dx 

iSA\3mA\ eonsiderattdum ergo ei doctriüa ittditt«libiliatti , imdutfta K& 
dum ipsi AD occurrat in Sy esse summam omnium 4P a^pplicatarum ad 
ABf aequalem summae omnium AS applicatarum ad 4LD, id est vocando 



*) Ideib est dx et -r, id est differentia inter duas x proximas, Bemer« 

. c 

kttng^ Leibnizehs. 
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DS^v^i^ti äff ig + iy It)^ dx ix + dx Itb, siVe dir/y + ^y i^ 



.jt 



ex hj^pothesi quaestionis. Ponendo jatn y progressionis Arith- 



X 



meticae fiet: ^ + — = dx\jQ%y. At pauIo ante eadem facta supposi- 



tione ipsarum y progressionis Arithmeticae [fuit a;y + y-^^' ^^^' 






2Logy ' 



(te*=-r^^ et nunc: <tr =± ^.' ~ ; ergo habemus denique aequ»- 



tionem, in qua solae supersuot « et y extra Tincula, nempe: y* + 'V 

* * I. 

a^ — y>^ = 2y'Logy, quae aequatio, cum sit determinata, locum dabit 
quaesitam. Et valde memorabilis est haec methodus, cum enim non sit 
in nostra potestate tot aequationes habere quot incognitas , poterimus ta- 
rnen saepe plusculas oblinere aequationes^ et earum ope quosdam ter- 
minod elidere, tit hoc loco Ki^ qnat^ sola nobis obstabat. SlnguW 
aequationes totam includebant aequationis naturam, nee tarnen es iis ertti 
poterat sointio, quod media facilia haeteous desint, conjufiCtio duärü^ 
aequationum rem. compendio dedit. Yideor idem aliter obtinere potuisae 

_ • * j 

per momeüta. Dbi in mentem veblt consideratio nova non inelegans.' 
Fi^. 2, '"* ^H' 2 est BC^y, FC = dy* SU j^untluqi 

S medium ipsius FC, patet momentum ipsius FC 
^st rect^ngülüm sab FC ^ BS, id e^t reeUngn-^ 
lum BFC; n«m cum sit BFC + SFC, pp9l6riiM 
quippe prioris ratione infinite parvum negligi pot^ 

i2 




est, adeoque erit f ydy = ^ 




3ive monlentum 



omnium differentiarum FC aequabitur Ultimi termini 
momento, et ydy = d^ et yVy = ^- Porro 

ftupra in ae«. (O) fad^Ad^ a; arithmetiodm Aiit yd^ta a^--^^ 6ire 

^^t-ZlM^ ^t idem = y%j fiet ergo ydf^^t^^^ et erit f^ 




a* »» 



-^% At jatn ihvetahnus. esse 



^Jitd^^\ 



, fiet-efgo ir* + Ä* 
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5SS 2/ — ut aote, vel dg^ + a?' = — . übi patet res notabilis, in bis 

aequationibtts in quibus reperiuntur /et d, nbi jam una, y. g. bic x pro 

aritbmetice procedente sumta est, non posse jam inverti, nee dici nos ba- 

bere .aloren. ipsius s, nempe s = ^-ä^, quia d? non potest intelligi 

nisi determinata pregressionis natura ipsius y; ipsius y autem progressio, ut 

dy^ serviat, talis sumi debet ut sint x progressioiüs Aritbmeticae , ergo 

ipsae dy supponunt ipsas jt, uon ergo per ipsas invenietur x. Caeterum 

bac arte multa poterunt praedara baberi tbeoremata de curris alias in- 

tractabilibus, jungende scilicet plures ejusmodi aequationes. 

Ut in bujus modi quaestionibus sane diflBcfllimis simus exercitatiores, 

utile erit adbue unam experiri, ut scilicet ipsae AP sint ipsis AB reciproce 

o* — — 

proportionales; fiet: x -f tü=: — , et «lo = dy'^ei z^dx^ adeoque fiet: to=: 

— = -=^ et denique x + -r^ = — . Cujus jam non difficilis solutio 

% (f J7 äJT X 

+ ^ .= .Log. y, sive ^x^ + y^ = AC=^2Log. AD, quae expressio cur- 

yae satis est simpIex« Requiruntur autem ipsae AP progressionis arith- 

meticae. Contra si sint y progressionis aritbmeticae, fieret : jr + -f- = — ; 

sed binc hon facile babebitur natura curyae. 

Yideamus an possit esse curya, in qua ipsae AC ipsis BP aequales; 

j dii 

fiet: v®* + y*=wetw= Hw*"* ^^' ^ progressionis aritbmeticae, fiel 

I yV^* + y*== I /AC:=iy'^y sed non boc sufficit ad curyam mecha- 

nice describendam, per puncta scilicet proxime accedentia. Ut sit a; = 1, 
Sit 8C=.(y), erit Vi + (y*) = (y^) sive 1 + (y») = (y*). ünde habetur 

(y), nemque y* ~ y* + f = 1 + f siye (y*) = JL et (y)=: ^. Porro 

codem modo V* + ((y*)) + V 1 + -^ = ((y '))» ita rursus potent inyeniri 

^ AC ^ A(C)^ 
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((ff)). Et liujus ope reperietor terfia iC, et ita reperietor polygonum ali- 
quod curvilineo quaesito eo siimlius, quo minor assumta est Unitas, 

X esse progressionis Anthmeticae sigoificat motum (inter describen- 
dum) in axe AB esse umformem. Descriptiones autem, quae supponuni 
motnm aliquem esse uniformem, non sunt prorsua in nostra potestate- 
Neque enim possumus producere motmn uniformem« nist continue inter- 
ruptum. 

Tidendum an dxdy idem sit quod dxy, et an ^ idem quod d— » 

et Tidetur, ut sit y = 2' + b% et x üt cz + d, fiet dy = s' + 2ßM + ß\ 
-f-(s + bß, — «* — 6«, et fiet dy ="2» + 6^. Eodem modo dx:=^ + eßy et 
ita erit difixxi2z + bcßK At idem produces, si statim fadas dxy. Nam 
in singulis iactoribus separatim destnictio fit, altero in alterum non in* 
fluente; idem est de divisoribus. Sed jam cum earum summae quaeruntui^i 

discrimen an sit, videndum est. /dx=ix, /dy = y, /dxy=xy.*) 
Si jam sit aequatio y. g. dxdy =x, erit l ixdy= fx. Jam Ix =3' 

-Q» ^^^ lixiy = -rt-, »ive a?y = -^, sive -gr = ff> quod satisfacit aequa- 

dx Hx 

tioni dxdy = o?; nam pro y ponendo ejus valorem fiet: dx -^ =s x sive -^ 

» 

=3 0?, quod verum esse constat In summis haec non procedunt, nam 

ix fy non est idem quod f xy\ ratio est, quod differentia est 

quantitas unica, at summa est quantitatum plurium aggregatum. Summa 
difierentiarum est terminus novissimus. At ex summis facientium invenire 
summas produotorum, nondum analytice» certa ratione possumus, et qua« 
in eo genere fecit Wallisius non demonstratione, sed felici inductione, ni* 
tuntur. Demonstrationem tamen eorum invenire, magni res foret momenti. 

zy, quae quaeruntur. Ponatur /«y=sto, erit zy^dtOyeiy^ — , 




^) Error I vide infra (l^emerkung toü Leibnix). 



'/=/ 
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Eodem modo / « = / — . Ponatur 





fiet y = dl? = — et « s ilU^ = — «t :rr == — • Uödc 



■^ 



est absurdum. Unde sequitur I j-r non esse — . Quid ergo erit? Dif- 

« 

ferentia ipsarum t?, dirisa per differentiam ipsarum rf) summeoda est. Non 
ergo quat^^t diSerentiarum , adeoqüe et tota t?, dhidenda erit per singa- 
las ipsius \p\ non, inijnam, quia singulae tantüm per singolas respondentes 

sibi dividuntur » non <Iuae^bet per omnes. Ergo aliud est / -j^ 9^^^ 
•j * Ergone alktd erit d-r quam -t—? Si idem est, etiam 

yd—r erit = / -7-, sive -— = /-t— = t— » quod absurdum est 

Eodem modo, an dvxp = itdip. Ergo / dvxp sive v^ =s / decli/;. Jam 

i;t^ = /dt; /d^ ; ergo / dvd\p ^s^ I dv jd\p, quod est absurdatn. Ergo 
absurdum esse videtur dvd^ idem esse quod dv^^ itemque -r-r = 



-» 

\ 



d-T- , quod tarnen paulo ante asserueiHm, et quod videtur demonstrativum 

Difßcilis nodus. Sed jam distinguendum rideo: Si sit v et^ et faciant&V^ 

#» ' #1 

yel— quanütatem aliquam T.g. M = t;i/^ yd — , sintque valores tarn ipsius 

b quatft ipsius '^ ratiimaies p^ miam quftndam, v. g. äbscissam dt. expressi, 

ttthc cal<^us semper docebtt eandem prod^i differentiam, Mve idom fore 

dt> 
dt< ei dvdtp Tel -r-r* Sed jam video ista nunquam procedere, nee per 

partes in bis iri posse, nam t. g, sit s + ßf'^x + ß,, — ,äf,J^, Eet 2ßx, 
quod longe aliud est quam s + ß, — x„'^x+ ßf'^x quod daret /Jt 

Gondudendum ergo aliud esse dvyj quam eft^dii^, i^l^^^^-^lb Q^¥* TT* 



T 
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Sit primus gradus a+6jf+qf=o; Dn=0, AB 
szx, BC^y, rUssT, ordinando et accenuno- 

— cy 
dando ad tangentes, fiet: J^= — cjr, et /= — r— • 

Eodem modo == — -. Sit Fl? ä « et W5 = 



ßy patet esse 



: — =s^, etfiet:to=: — ^, Eodem 
» w c 



— WC 



modo /?t= --j^. ßeciiidus gradus: a+6j? + (jy + 

^14.(^1 ^. fgx=:o', ordinando ad tangentes fiet; U 
+ 2(te^+/]y( = — cj — U^*— /yr, adeoque^ = 

"~^ "^^ ~ » Unde facile patet, semper ^ per tf (et per s) di- 
vidi posse et quoniam w = — , ideo flet hie to = -^ — ' q - — J~ , adeo- 

quefiet: jr= i^-j-^^ , at paulo antey=^ t+^-^-fx 

et fiet: • - 



9 



— ¥fiC+fx,^ßh +2ds,^e + fx,,, + f+ie^a + hx+dr^ 



— WC + /r, '^ — /»6 + 2(te 

Habemus ergo aequationem, in qua nulla est amplius g. Et omnes figurae, 
quarum aequatio ex hac aequatione pro varia. explioation^^ Hteraruift eon- 
stantium formari potest, quadrari possunt; iUae item, quae ipsi per metho- 
do8 9äM oilendi pottsufit avyvunoL. 
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Bellagre IT« 

November 1676. 

Galculus TaDgeotium dififerentialis. 

rfjTss 1 (C? Ä 2x dJF» = 8x* etc. 

TT 1 TT 2 TT 3 , . 

rf|/^JF ^ -^r- etc. 

Ex bis colligitur regula generalis baec pro dlfferentiig ac suminls 



simpliciaiii potestatum 



d? a e>a;*-* et contra /jr*» — r-r, 

J •+^ 



1 »— ^— 2 t 

ünde d— . seu tf»-* erit — 2**^* seu s «^ dJ^s seu dr* erit 



— i« 1 aeu 



-VI- 



Sit y = jr>, et erit (^s= 2sis, ergo jItm 2jr*). Qoae ratioci- 



*) Am Rande des Manuscripts hat Leibniz bemerkt: Praeclara baec 
observatio est ad calculum meum differentiarum, »i sit 5, yda; + ^<^ + elc = 

fore ^0? + / ele. ==0, et ita de caeteris. Yidendum quid de A' faeiea- 

dum. Ad istos calcnlos melius fadendos poterit aequatto ay^ + ^^ + eo^'+eto* 
transmutari in aliam alia currae relatione, et comparabitur proveniens alio di(- 
ierentiarum calculoi cum eo quod per istum prodit. 
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satio est generalis, nee lefert quae nt progressio ip^aruin ^. Eodem*- 

que modo generalis regula ita stabil: — = «x«-^ et yicissim I s^dx 

ds %J 

"*« + !• 

Sitaequatio qoaelibet, t. g. 

et pro y Scribendo y + «^ ac pro s siminier o: + rf* *) • fiel oinissis 
omillendis alia aequalio: 

öd^» + »r^x(iy + cd««=: ; 
Quae est regulae a Slasio publicatae origo. Eam yero ita in infinitum 
ampIificabioMis : Sint literae qaolcnnqiie^ et ex iis composita formula, 
verbi gratia epi literis tribiis sit formala: 

^ bx^ cs^ fgs yys te« ly maß $^% p sz d 
Unde fiet alia eeqiMtlio: .... 

ay' bx^ c«' /y« simi- ly ms simi- fi . 

II ■ ■ 

2adyif 2idxx iidxz fyd^ later idy mdx liier 
ffdy 

adp bdx^ cü? fixdy 
Unde palet eadem methodo haberi lahgenlia superficierum plana , et 
alioqui nfhil referre an non ipsae literae x, y, z aliquam habeanl cogni- 
taoi rj^lationem, ea eniin poslea sulM|tilui polest. 

Hinc praeciare serviet eadem melhodas, etsi composilae fracliones 
aut irraiioi^iles eakulum iogredianltir» ne^e opus est earum lollendarnm 
caasa caetera exaltari, cum potius ipsarum differenliae separalim inyeniri 
ac Substitut possint: deinde cum methodus tangenlium publicata non nisi 



*) Leibntz hat am Rande des Manüscripts bemerkt: Alteratra ex bis 

dx vel dy pro arbitrio explicari polest, adhibila aeqnalione nova» et alteratra 

harum dx vel d^ sublata et x scilicet vel y altler per quanlitates explicanda. 
Verum non puto id esse, qaia catalogus omnium curvarum quadrabilium prodire 
debety altenilram sumendo conslanlem. 
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tone procedat, eam ordinatae panflelae arnit, isla et adl fangentea et alias 
quüscoiiquei imo illas quoque ralationes accommodari polest, quae sunt 
ordinatarum ad curvaniin portiooes aut in quibus angiilus ordinatarum 
certa lege mutatur. Caelerum speciaüm operae pretium erit rem ad irra- 
tionales ac fractiones compositas accommodare. 



dyja + bz + c«^ pataMur + hM-^- p^^^ s», a 



dx 




jam 



5^ = i + 2«: ergo (fV« + 6« + «'=-arfiV« + »« + c> 

Sumta aequatione duarum literarom a;, y pro curva, et determinaU 
aeqaaüona ad tan|eiites, toUi polest idtemtra ipsanmi ir et y, ita ut 

restet altera buitum una cum ds et dy, quod per pnuie# casus calcuiari 
operae pretium est. 

Dali» IräHAS Jit^is, ut jt, y» s, el yaloft ipsius d% ope ipsiup m 
yd y (yel etiam utriusque) expreas»» habebilur dcniijpie aeqsaliD tangeoi- 

tium, in qua erit tüan taatum attenilra baM» x et y et doae dy, ds,, 
aliquando et ipsa % non polerit lolii. Hoc etiam per omnes casus as- 
sumli Yaloris ipsius d« dedud poteisl^ eodem modo plures adhuc literae 
assumi possunt. Et canjiinctis in umtim calculis umyarsalibus omnibus, 
uniyersalissimus ex ipsis fiel. Caeterqm assomlio plurimarum lilerarum 
usnm habere polest ad melhodi tan|;exitium oi^iver^ae problemata ope qna- 

dralurarum solrenda, Ut si piroposilum si^ 
— problema j^olrerp, in qiip suini|iia rectarum 

es, B¥ Sit data leu y -f loH^xy, fiel dx 

dx 

'^äyan mmm «stt » + f =£= — , ite babe- 

mus curyam in qpa summa earum CB + BP 
(in constanlem r) aequalur rectangulo ABC. 




>f n 
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Beilage T. 

U. Julü 1677. 

Methode g^Mierale pour men^r les toachaotes des Lignes Gourfces 
safls calcul, et saus reduction des qoantit^ irratienellee : 

et rompaes. 

Honsiear Slusius a publie la methode pour trouver sans calcul 
les touchantes des lignes courbes, dont requation est purgee des quan* 
tit^s irfattobeileä ou rompues. Par exemple une courbe DC estant donnde, 
dont reqaation exprime la relation de BC ou AS que nous appellerond 
y, k AB ou SCy appelfie jt, seit 




on n'a qu'ä ^crire ' • ; 

= 61 + «; + eiaw + 2£4?| + 2/y» + i)fx*t; + VS + 3te^| + 8«y^ 

+ da?| + 2ja?y| + 2Ajry!; 

+ fnJr*y* + iwjr'y + psy^ + gx* + rjf* 
+ anur^yt; + «x't; + py »| + 4 jaj'f + 4ry'i; 
+ 2my*| + any»y| + ifn^sv. 

c'est ä dire changeant requation en analogie: 

V fr +.ciy +2m nh2l90y+Ay' + 3&»' «te. 



I k • > 
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et sapposant qae -^ exprime la raison -^^ — ou g!? , Ton anra TB, ou 

SQ^ en supposant BC et SC donnees. Lorsque la yaleur des grandeurs 

I 
determinies h, e, d, e etc. avec leur signes, fait de la yaleur — une 

grandear negative > la touchante ne sera pas CT, qui va vers A commen- 
cement de Tabscisse AB, roais (7(7; qai s'en ^loigne. Voila (out ce qu'on 
en a publik jusqu'icy, aise ä entendre ä celuy qui est versa en ces ma- 
tieres. Mais lors qu'il y a des grandeurs irrationelles ou rompues, qui 
enferment w, ou y, ou (outes deu, en ne peut se servir de cette methode, 
que par reduction de Teqttation donnee ä une autre delivrie de ces gran- 
deurs. Mais cela grossit liorribleinent le calcul quelques fois, et nous 
oblige de monter ä des dimensions tres bautes, et ä des equations, dont 
la depression souvent est Ires difficile. Je ne doute pas que ces Mes- 
sieurs*) que je viens de nommer ne scachent le renoede, qu'il y faut ap- 
porter, mais comme il n'est pas encor public, et que je croy qu'il est 
connu de peu de personnes, outre qu'il donne la derniere perfection au 
Probleme que M. des Cartes disoit avoir le plus cberche de tous les autres 
de la Geometrie, ä cause de son utilite, j'ay juge ä propos de le publier. 
Soit une formule ou grandeur ou equation, comme par exemple 
Celle que dessus a + bs + cy + dxy + ex^ + /y* etc. appellons la par 
abregt u> et ce qui proviendra lors qu'elle sera trait^ comme cy dessus: 

scavoir &| + cv + dxv + dy^ etc. sera appelle dw, de meme si la for- 
mule seroit A oii /u, le provenu serait dl ou dji et ainsi dans toutes 
les autres. Soit maintenant la formule ou equation ou grandeur w 

4ilgale ä— , je dis qw dw sera ' egalf ft ^ ■ ^^ ■ >fV Cela suffit penlr ma- 
nier les fractions. 

Enfin soit tp egale ä ^^\x>, je dis que d\o sera egale ä -^^ — ce qui 



suffit pour traiter comme il faut les grandeurs irratidnelles. 



v^. 



*) Leftni2 hätte zu Anfang: Hadde, Sluaias, et autres, geschirieben ; spä- 
ter hat er das Uebrige , ausser Slasios , darchgestrichen. . 
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AlgorUhme de Tanalyse noüTelle de maximis iet miRiniis, 

ou de« touch'antes. ' 

Soit AB = x, BC=y; TQV la 
toudiante de lia courbe AC, et la raiisöni 




TB 



SC ■=^ X .. dx 

ou ^^ — sera appell^Q -= 



Soyent deux ou plusieurs autres cotirbes 
AFy AH, et posant BF^v, BH±=Wy 
et la droite WL touchante de la courbe 

AF, et ATff cfe la courbe AH, et ^„ ä -^ 

. AfJJ dx. ..... jr* r— ' 

et s:;:^ = ,:=z» jc dis quc dy ou atJU) 



BH 



sera egal ä t;dftü4'^^t?; estant v=^w^=x 
et y = üu? = a?*, alors pour v et to sub- 
sliluant a?, nous aurons dvw = 2xdx. _[ 
(Toqt cela reussirä aussi si l'angle ABC est aigu pu obfus, itein 
s'il est infiniment obtus, c'est ä dire si TAC est une ligne droite.) 



Von diesem Entwürfe Ist folgende Umarbeitung vorhanden, die öffen^ 
bar um dieselbe Zeit fällt: 

Mons. Fermat a troüv^ le premier une Methode qui pouvoit estre 
rendue generale, pour mener les droites c|ui touchent les lignes courbes 
analytiques. Hons. des Cartes s'y est pris d'un au^re biais; mais le cal- 
cul qu'il pres'crit est un peu prplixe« Mons. Hudde a trouvä un abregt 
merveilleux en multipljant les termes de l'equation par Celles de la pro- 
gression arithmetique. 11 ne Ta publie que pour les equations d'une 
3eule inconnu«; quoy quMl Tail eü pour celies de deux indeterminies. 
C'eat donc ä Mens* Slusius que le public en est oblige^ et apres cela 
plusieurs ont crü que cette matiere estoit epuis^e. Mais toutes ces me- 
thodes publiees supposent requation reduiteet purg^e des fractions 
et irrationelles, je parle de celies dans les quelles les indeterminees sont 
comprises. Cependaht j'ay trouve tnoyen d'eviter ces reductions inutiles, 
qui fönt grossir le calcul horriblement et qui nous obligent de mönter 
ä des dimensions tres hautes, dont il faut chercber par apres la depres- 

GerhardttAMly»», 10 



im 



sum avec bion de la p«ine» m lieu qu'ii^y tput se trouive fffi 4qs 1#. 
premieur coup. Gelte MeUiode a encof plu^ 4'aTaDtage sur toutes celles 
^tti 0^1 esti piiliees, que celle de Mens. Slusius a sur les autres, par- 
ce q[U.'afitre choae est de d^na^r ud aiity^Ie abrege de calcul , autre chose 
est retrancher les reductkins et depressions. A propos de la publier, ä 
eaifse de la grande Äteodue de cette matiere que Moii9« d^s Cartes luy 
menie a j«g6. eatre la plus utile partie de la Geometrie et dont il a 
aciubaitti 1^ plus de venir h bput, piais pour m'expliquer nettement et 
a^odacteipeat, je suis ob^gi d*introduire de nouTeaux caracteres 
tt de leur donner un Algorithme npuveau, c'e^f k dire d^s regles 
to^tes partlculieres pour leur addition , soustractiop , ii^ulti|plicaHon , di- 
▼isioD, putssances, raciues, equations, 

Expl^ca^tion dejs caracteres. Soyent plusieurs courbes comme 
CP, FEy HJ, rapporteea k ud memo Axe AB par les ordonnies ä un 
meme ppint S, s9aT0]r Bd BF^ BH. Les touchantes des courbes CT, 
FLf HMy coupant Taxe da^s les poii^ts T, £, M\ le polut A daos TAxe 
est fix^f le point B change 9?ec les ordopnee^. Appellous ABi, x\ BC, 
y\ BF 9 w, BH^v\ et la raison TB k BC seit appellee ds k dy et la raison 

SB sßra -=3 et la raison IfB k BB sera -^ et la ^aijsop MB k BB sera 



dio 



dv> 

dx k dv. S.i y yaloit vw. par exem- 

ple, DQUS dirions dvw au, lieu de dy, 

et ainsi dans tQus les autres exemples. 

Soit a une droite constante, alors si tf 

yaloit a, c'est k dire si la ligne CD estoit 

une droite parallele k AB.^ dy ou da ser- 

roit 0, on egal k rien. Si la grandeur 

ds 
dw 
d*estre menee vers 1, au dessus de X, 

sera menäe en sens contraire au dessous 

de B. 

Addition et SoustiracCtioa Soi^ y egfile k v±w i±) a, dy sera 
egal ä *^. i diS (+) q.. 




se trouYoit nagatire, alors FL^ au Meu 
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Mnltrptitdtioiti. Soit y egale k avwy t^ ou dabw ou ad&w sera 

Division. Soit , egale k — , d^y ou Ä^-, ou ^d- sera ^^-^¥. 
La re^ ded ptiissanees et 1*3611168 n'est qu'tine meme en etfect 

^uissanc'es. y egale k w^ (supposant » un certain nombre) et 'dy 
serä », M?*-*, dw. 

Racines ou extr9cti«BB. y = y», 6t dV sera - ^f • < 

Eqoalions concues ea termes rationaux et entiers. a + 9v + ey 
+ tvy + «t?* + /^' + Sfi;^ + *V + to» + /y» + «iv^» + nv^^pvy^ 

supposant a, (^ c, I, e etc^ grandeurs coimaes et detemuB^ea, et nraa 
aurons 

+ t}i& + 2$fi^j^ 

+ hyHv + ato*Ä; + Sfl'rff + 2mv^ydy + fM?*d6 
+ Tkoydy + 2mt;y'({tr+ Snv^do 

+ fy^dv + iqv^Sö + 4ry^(^ 
+ Bpvy^dy. 

Getto regle se peut demonstrer et continüer k Tinfini par les reglos 
precedentes , car si a + bv + cy + tvy + «?* + fy^ + gvhf etc. = 
da + dby + dey + tdvy + edü* + /tfy* + gdv^ sera aussi = 0. Or 
lia = 0, dftü = bdVj dcy = crfy, dwy = vdy +ydv^ et ({ü'=2t;({t;, par- 
ceque dv* egal ä z, v^-^^ du, c'est ä dire (au lieu de z substituant 2) 
2vdv, et dü'y == v^dy + 2vydv^ car posons to s o^, et d&'y sera dwyt 
or diry = ydu7 + tody et du^ ou dv^ == 2vdv^ donc dans la valeur de dvw 
substituant au lieu de w et dw leur valeur trouvee, nous aurons 
dv^y =v^dy + 2vydv, comme auparavant. Cela sufiQt pour aller k Fin- 
jGni. Si dans Tequation donnie a+bv + cy etc. = la grandeur e 
estoit igale k x, c'est k dire si la ligne JJ7 estoit une droite, la quelle 
continuee tombott dans le point 1» k angle demydroit, alors requation 
provenante changee en analogie donneroit la regle de la Methode des Tan- 

10» 
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gentes, publice par Mons. Slasius, la quelle par conseqaent n'est qu'fm 
»• . ■ ■ • 

cas ou coroUaire de la methode generale. . 

Les Equations embara89^e8 de quelle maniere que 

Ton Toudra par.des fractions et irrationelles, pourront estre 

traitees de mime sans aucun calcul en suppasant le nominateur de la 

firaction ou la grandeur dont il taut ttrer la racine egales ä une graa- 

deur ou lettre» que Ton traitera selon les regles susdites. Et quand il 

« 

y a des grandeurs qui doiyent estre multipliees Tune par l'autre, da na 
pas besoio de faire ceUe multiplicalion effectirement , ce qui ^pargne en- 
cor -beaucoup de travail. Un seul exemple sufBra: 

(Da« Folgende scheint später hinzugefügt zu sein.) 
; Au resie cette methode sert aussi lors que les Courbes ne sont 
P9S j[)i||rement.analyUqttes, et lors mime leur nature n*est pas expliquee 
paj^ des tolles ordonnies, et de plus eile donne une facilite menreiUeuse 
pour les Gonslruciions geometriques. La veritable raison d'un abrege si 
admirable , ei qui nous fait eviter loutes les reductions des fractions et 
irrationelles est que Ton peut tousjours obtenir par les regles precedea- 
tes que les lettres dy, dv, dWj et semblables se trouyent hors du nomi- 
nateur de la fraction , et hors du ?ineale de la racine. — 
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Eiementa caiculi novi pro differentiis et summis^ tängentibtis et 
quadraturis^ maximis et minimis^ dimensionibus lineamm, super- 
ficienim^ sölidoruaiy aliisque communem calculum transcendentibos, 

Sit linea C(7 cujus axis ÄBy ordi- 
natae ad axem normales BC^ *qttäe Tocen^- 
tur y, abscissae ex axe iiB, quae yocentur 
X» Jam CD differentiae abscissarüm yocen- 
tur dXj quales sunt ^C^Dy ^C^D^ ^C^D etc. 
At vcro rectae iD2C> iDgCy \D^C (differen- 
tiae scüicet ordinatarum BD) yocentur iy. 
Si jam ponuntur ipsae istae dx et äy infi- 
nite paryae,. seu quando puncta curyae di- 
stantiam habere intelliguntur quayis data mi- 
norem, id est si istae xD^C^ ^D^C^ic. con- 
siderentur ut incrementa momentanea lineae 
BC inter descendendum per AB continue 
crescentis, tunc patet rectam duo illa puncta 
\f jungentem, ut ^C^C (quae est elementum 
curyae seu latus polygoni infinitanguli quod 
pro curya habemus) productam donec axi 
occurrat in if, fore ipsam curyae tangentem, et erit fTiff (interyat* 
lum inter ordinatam et tangentem in axe sumtum) ad ^B^C ordinätam, 
ut tC|jD ad iD^C, seu si |7|jB yel ^TJB etc. generaliter vooetur I» arit 
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t :y ::dx:dy. Et itaque inyenire differentias serieram est iDTenire tan« 

Ex. gr. qaaeritur tangens Hyperbolae cum sit' y aeqa. — 

(posita X seu AB abscissa ex asymptota , et 
a latere poteniiae seu rectanguli ABC) erit 

dy aequ. — — dx^ ut mox patebit cum 

modum caiculandi ostendemus , ergo dx : dy 




seu t : ]f erit :: — SS : aa 



aa 
— 0? : — 

X 



r. — s i y, ergo t aequ. — x, hoc est 
in Hyperbola erit BT aequ. ÄBy sed ob 
Bigüum — Don versus i, sed in contrarias partes sumenda* Por- 
to differentiae sunt reciprocae suromis, ita ordinatae sunt suarum di(- 
fereAtianim sununae» sie ^B^C est summa omnium differentiaruiü , ut 
^D^Cj ^D^C etc. usque ad 1, eliamsi numero essent infinitae. Quod 



ita designo 



'ß 



aequ. y* Aream aat«B igurae designo per suiamam 



rectangulorum ex ordinatis in diflPerentias abscissarum , ut £ Aj D + jB^B 
+ xBiD etc. Nam exigua triangula fC^P^C^ s^i^s^ ^^<^* <^uii^ sint infinite 
parva respeclu dlctorom rectangulorum, omitti possunt impune, itaque 



asttwm igaiae caloulo nie# iia designo 



ß'- 



seu summam ex rectangu- 



lis cujusque y ducti in respondens sibi dx^ ubi si ds ponantur se aequa- 
les^ habetur Hethodus indivisibilium Cavalerii. Nos autem altius assar- 
gentes aream fi^gurae inveniemus, si inveniamus figuram ejus summatricem 
si?e quadrafricem, cujus scilicet ordinatae sint ad ordinatas figurae datae 
ut summae ad differentias^ exempli causa, sit figurae quadrandae datae 
curva EE*)f ejusque ordinatae JE0, quas vocabimus e, sint differentiis 
ordinatarum BCievi ipsisd^/ proportionales, seu sit ^B^Ei^BiBii^D^Ci^D^Cn 
et ita porro, vel sit ut A^F ad iB^C sive ni iC^D ad il>%Cy sive ut ds 
ad dy, ita constans seu semper permanens recta a ad ^B^E sive e, fiet 



•* I» 






r 

*) Im liaimseript fehlt die Figur. 
(faklihiliSiaMi euMi.r 



i:.eflbiH2 spfibht offeiÄ^vdii itt lo< 

» ' . f 1 < » 
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> fedx aequ. iady. 



dxidyr.aie seu edx aequ. ady* Ergo iedx aequ. /adi^. Est 

vero $dx idem quod e in ds respondentem , ut rectang. zB^E^ quod fit 

ex ^B^B in s'4'9 ^i*S<> /eda; erit summa talium rectaogulMru» 

3B4S + 8^2^ + iBiB eto. quae smnma est ipsa area ßgane Ä^B^EA 
positis ipsis i9 seu ordinataruii sive BM iBtervalMs infinite parvis^ 
Porro adiy egt rectang. ex dy ut ^D^C in constantem a, et summa ho- 

rum reotangulorum; oempe iady sive «Z>i^C in a+^D^Cin a + iDiC 

in a etc. i.depi est quod ^D^C + ^^C + xD%C eta in a, hoc est 

ideu) quod ^A^ (7 in a, ergo /a<7y aeqju, ^/^y seu ay, Habemus ergo 

/edx aequ. ay^ boc QSt area A^B^EA aequabitur rectangulo sub ipsa 

^B^C et constante a> et generaliter area ABEA aequ. BC in a« Tan- 
tum ergo ad quadraturas opus est data linea EB invenire lineam CC 
summali^icem , et quidem semper caiculo inveniri potest, an talis linea 
haberi possit communi Geometria, ^n vero sit Transcendens , quae cal- 
culo Algebraico exprimi hon potest, de quo alibi. Ex bis autem ]am in- 
finita pulcbra tbeoremata partim ab aliis maxime Anglis Batavisque inventa, 
partim non inyenta duci possent et quidem solo caiculo, nullo prope- 
nvedum imaginatioipiis labore« Triangulun» autem ad lUieam, quäle est 
iCiIf^C^ vQco cbaracteristicum lineae, quia ejus ope potisaima in^ 
veniri possunj; circa lineam theqrem^t^j, quae videntur admirabilia, ut. 
ejus dimensio, superficies, solidaque rotatione genita, centra graTitatis, 

qui» iC^C aequ. ^dx.dx + dy.ds, Hinc statim habetur modus in- 
veiiiendi cur?ae dimensionenib ope alieujus quadraturae , ex. gr. in paca- 

bola , st Sit y aequ. h^, erit dy aequ. , und« ^C^C erit — yoa+jrjr, 

est ergo ^C^C ad dx ut ordinata Hyperbolae ^aa + sx ad constantem 

a^ seu ^/ dxD 4m -f jr.r , recia aequalis cupvae parebolae, pendet ex 

qiiadrttttjca Byj^rboke, ut jam ab aliifs iatentum kabetur« Et ita caküto» 



^ 152 — 

exprimuntur inventa putcherrima Hugenii, Wallisii, Heuratii et Neilii. 

• » • * • 

^pra dixi esae i:y::dx:dy. Ergo erit idy aequ. ydx^ ergo /( dy 
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«eqQ. /ydx. Haec aequatio. in lineia ennntiaU dat theorema elegans 



firegorii; neaipe ait angulos BAF rectus« et siot ÄF aequales ipais BC^ 
el FG parallelae ipei AB et aequales ipais £7, nempe |F|fif ip^i ^BJ, 

eril itdy seu summa rectauguloram ex 4» ^erb. gr. ^F^G (seu ^BJ^ 

in dy seu ^F^F (seu z^^C) hoc est rectang. «Fgfif + ^F^G +%FiG etc. 

seu area figurae Ä^F^GA aequalis ipsi iyds seu figurae A^B^CA et ge* 

neraliter AFGA aequ. ABCA. Vicissim alia, quae ex figurae inspectione 
statim patent, ex calculo etiam facile deducuntur, ex. gr. quod in trilineo, 
ut ABCA , figura ABCA cum figura complementali JLFCA aequatur rectan- 



gulo illTCF, nam calculus mox ostendet, quod ijfdx + Ixdy aequ. ojy. 
Si quis' quaerit solidum rolatione circa axem fiictum, tantum quaerere 
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*J 



potest tyydx^ pro solido circa basin Ixxdyy pro momento ex vertice 



yxdXy quae ser?iunt ad invenienda centra gravitatis figurarum et ex- 



primunt ungulam Gregorii ä S. Vincentio et quae deinde Pascalius, Walli- 
sius, LaloTera, aliique circa haec invenere. Nam et si quis quaefat cen- 
tra linearum , et superficies earinn rotatione generatas, ex. gr. superficiem 



lineae AC circa AB rotatae, tantum quaerere debet / y^dxdx + dydy 



i / y^dx 



seu summa omnium PC ad axem applicatarum in punctis respondentibus B, 
ita ^P^C applicabitur axi AB normalitei* ad ^B, undq fit figura, cujus 
area est illa ipsa summa. Itaque res statim reducet ad quadraturam figu- 
rae alicujus planae, si pro y et dy substituat valorem ex natura ordina- 
tarum et tangentium curvae. Ita pro parabola sit.y aequ. yj2ax, erit dy 



üdx # / dß 

aeqa. — , ut mox palebit, ergo prodibit /yi/ dxdx + ^dxdx sevi 



'7*7 
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/dx^yy + aa seu / dx^2ax +aa, quod pendet ex quadratura pa- 

rabolae (est enim omnium ^2ax + aa seu PC locus ad parabolam, po- 

I sito ÄC esse parabolain, AB ejus axem, licet tum deberet figura Immu- 

tari et carva axi concavitatem obvertere) quae cum habeatur ex communi 

Geometria, habebitur et circuius superficiel conoeidis parabolici aequalis; 

; quae prolixe deducere non est hujus loci. Haec autem quae magna yideri- 

I possunt, sunttantum facillima caiculi hujus corollaria. Hulta enim majöra 

hinc sequuntur, nee uUum facile problema &i?e in Geometria pura, sive 

ad Mechanicen applicata occurret, quod ejus vim ^ lane effagiat. 

Jam ipsius eaiculi Elemeota exponamus. 

Fundamentum caiculi: DifTarentiae et summae gibi recipro- 
cae sunt, boc est summa differentiarum seriei est seriei termiaus, etdif*^ 
ferentia summarum seriei est ipse seriei terminus, quorum illud ita enun- 

tio: /dx aequ. x} boc ita: d /x aequ. x- 



: idx aequ. x} boc ita: d ix aequ. 



Sit series differentiae 12 3 4 8 dx 

series ipsa Ol 3 6 10 15 x 



seriei summa 1 4 10 20 3S 



j: 



Jam Termini seriei sunt summae differentiarum seu s aequ* /dx, ita 3 



ß 



aequ. 1 + 2 , et 6 aequ. 1+2 + 3 etc. contra difitrentiae summarum 

seriei sunt ipsi seriei termini , seu d jx aequ. o; , ita 3 est differentia. 

inter 1 et 4, et 6 inter 4 et 10. da aequ. 0, posito a esse quantitatem 
conatant^m, quia a-^a est Oi 

Additio et subtractio. Differentia vel summa seriei, cujus ter- 
minus est conflatus per additionem vel subtraclionem terminorum aliaoim 
serierum, eodem modo ex harum serierum diflerenläs vel summis con« 

flatur / seu a? + y — t; aequ. /da? + dy — dv, I x + y — v aequ. 
fl? + /y — A^« Res patet inspicienti , si quis tres series et ci^üft- 
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que summas et differentias exponat, et tali modo respondentes respon- 
dentibus inter se jungat. Multiplicatio simple x. dxy aequ. 

xdff + ydx seu xy aequ. /xdy + fydx. Est id ipsum quod supra! 



i. ixdy + iydx 



dUimus» fisurion com suo complemeoto aequari rectangulo circumscripto. 
Ex oakulo ita d^monstratur : dxg idtm est quod differentla duoium ^ 
4ihi propiBqiiontt» quorum onum esto a^y , alleriMB s -\- dx in y + ^i 

fitt: dxy aequ. x + dsiny+dy-^xy seu + ^dy + ydx + dxiy et 
omissa quautitate dxdy, quae infinite parva est respeclu reliquornm, 
posito (f JT et iy esse infinite parvas (cum scilicel per seriei terminun 
lineae conünue per minima crescentea Tel deoreseentes fntellrguntur) pro- 
dibit ü^y + yds, sigsa tarnen ^ariantur, prout x et y simul erescunt, 
Tel Ulla larescente alterum decrescit, quod aotandum. Divis io sim- 

plex. d^ aequ. '^^ ^ ^'^ , nam d^- aequ. ?^^ - | seu 

X XX X X '\' nX X 

— ^ , , ubi pro xx'\-xdx scribendo xx^ quia omitli potest siix 
XX "X" xax 

ianquam infinite parvum respeotu ipsius qpia?, fi|t: — - — ^^ — , et quidem, 
si esset y aequ. ika^ foret dy aeqtK 0, unde fieret -^ , quo valore 

XX 

j^ulo ante pro tang^nte Hyperbolae usi sumus. Ex bis jam facile quiWs 
calculo ducere poterU Blultiplicationem aut Divisionem com- 

positam; ita dxyt) erit sydv + xi^dy + y\idx\ ita d^ erit 

tody-^-yvdii — ytdv , , , , . . .y 

— ^ , quod demonstratur ex praecedenti, nam o— ■ 

xdy — ydx *— • 

aequ. ^— ^^ — , ubi pro ponendo ä», et pr^ dx seu dsiv poneBoo 

zdv + Dd% ^er superiora, habebitur quod diximus. Sequuntur Poten- 
tiale: dx^ aequ. 2xdx, et dx^ aequ. ixxdx, Nam ponendo y aequ. s, 
et V aequ. o;, fro äJ^^ poterit scribi dxy, -hoc est (per süperiora) 
4% +jf({^ seu (si s aequ. y« et per conseqjueiis dx aequ. <^) 2x(ix. 
Similiter pro dx^ sbribetur dxyv, boc est (per süperiora) jrj^elt;4-xt;({y+yt'd^ 
seu (y et V ponendo et pro dy et dv ponendo dx) txxdx. Q. !!• D* 
Eodem m^^do in genere d(X^ erit aequ. e . a^fnidüTi ^Q^oa^^i^odam ix 
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1 dictis non diiBculter demonstratur. Hinc porro d-j^ aequ. — IlTfi* 

* 1 1 

Nana si -j- aequ. »•, erit e aequ. — Ä, sL=l aequ. -^^, ut notttm 

est naturas exponentium in progressione geometrica iDtelligenü. Atque 
hoc pro fractis. Idem procedit pro irrationalibus seu Radicibus: 

|. d{yjx^ aequ. da;*^'" (per h : r intelligo — seu h divis. per r) seu d\af) 
'^(posito e aequ. — j seu e.a;i=i<Ijrper supra dicta, seu (pro e reddendo 



' Ä : r et pro e — 1 ponendo h — r : r) — . a?*"*^- '' . da?, quod proinde 

T 

'^ n— /^ a?^±i 

r. erit aequ. d(^a^). Ex bis vicissim fiet i{pß^ • da?) aequ. ., et 



( 



/ i^'^ •?9"- ~ j—i j;^-^ «t /(^a?* . dX) aequ. ^j-^^j^^^T 

Atque haec sunt calculi differentialis Tel summatorii Elementa, secundum 
quem etiam formulae maxime compositae tractari possunt, tantum pro 
fracta Tel irrationali quantitate, Tel alia quaeTis, modo ea indefinita, hoc 
est OD Tel y, Tel alia terminnm alicujus s^riei in genere exprimens, ingre« 
diatur. 
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